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序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密,论证严谨,有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时, 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说,从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初,在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视，会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论,大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织岀版的. 



经过认真选题并精心翻译校订,本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版,但经多次修订重版, 
面目已有较大变化,至今仍广泛采用、深受欢迎，反射岀俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版,将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 

李大潜 
2005年10月 
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本书的主要部分写于1968年.这一段时间中作为本书基础的辛几何的思想和 
方法在数学物理和其他应用领域，以及在数学本身中，都得到了很多应用.特别应该 
提到的是短波渐近及其在光学、波动理论、声学、光谱学甚至在化学中的迅猛发展, 
还有拉格朗日和勒让德奇性和流形的同时发展，这也就是聚焦面和波前，它们的拓 
扑学与转换的理论. 

哈密顿动力学的可积问题的研究有了异常深远的推进.找到的可积动力系统， 
为数之多出乎预料，研究这些系统还找到了它们与困难的代数几何和数学物理问题 
的意想不到的、互相受益的联系. 

辛拓扑在20世纪70、80年代得到了很大的成功.这里首先要提到1983年 
C . Conley 和 E . Zehnder 得到的关于辛微分同胚不动点定理的证明，推广了庞加莱 
的“几何定理”(见附录 9). 紧随着这个证明则有 M . Chaperon , A . Weinstein , J - K . 
Sikcrava , M . Gromov , K ). HenaHOB , Floer , Viterbo , Hofer 等人的工作.我预计在这 

个很热门的领域中很快会得到更大的进展，证明辛拓扑与接触拓扑——这是由力学 
和光学问题催生的新数学领域 一 中已经提出的和新发现的定理. 

本书第三版即已增加了三个新的附录（即下文的附录13 〜 15). 它们反映了以下 
领域中的新 进展: 射线族的几何学（即聚焦面与波前的奇性与变化的理论，这与反射 
所成的群的理论有 关); 可积系统理论（即适用于无穷维推广的椭球坐标的几何理 论); 
以及泊松构造理论（这是辛构造在数学物理中时常遇到的推广，其特殊之处在于其 
泊松括弧是蜕化的). 

在本版中改正了以前各版中的错误和细心的读者指出的错误. 

关于摄动理论的更详细的叙述，读者可参考 B . M . ApHOJib ^ a , A . M . HenniT - 
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a^Ta h B- B. Ko3^0Ba^ MaTeMaxH^ecKHe acneKTU KJiaccHMecKoii u He6ecHOH 

MexaHHKH ( 增订第二版， M. yPCC, 2000). 读者也可阅读百科套书系列 CoBpe- 

MeHHbie npo6jieMM MaxeMaTHKH. ^yHAaMeHTajibHbie HanpaBJieHHH (Mtoitm HayKM 

h xexHHKH. 1985)' 其中包含了辛几何现代状况的综述（作者 B. 

M. ApHOJib^, A. B. rnBeHTajib), A. A. Kmpmjijiob 关于几何量子化的论文，以及 C. 
n. Hobhkob 等作者关于可积系统理论发展的总结，这在本书中只略有涉及 . 

射线族的几何问题在两卷本的 Arnold V. I., Varchenko A. N., Gusein-Zade S. M. 
[1] 中，以及在 B. 14. ApHOJib^, TeopnH KaTacTpocJ) ( 第三版 .M.: Hayna, 1"0) 2) 

和 B. M. ApHOJIb^, OcoSeHHOCTM KayCTHK H BoJTHOBMX (})pOHTOB (M.: ^a3nc, 

1996) 中有详细讨论，并有丰富的文献 . 

在 Boubaki 讨论班上 D. Bennequin 的报告①以及一系列文章中可以找到辛几 
何和接触几何应用的总结.这些文章有 

B- H. ApnojibA- IlepBue mam CHMnjieKTHHecKoii Tonojiornn^ YMH- 1986. 
T.41 ， JVe.6. 3 〜 18. 

B- H. ApHOJifeA Oco6eHHOCTH cncTeM YMH- 1983. T,38 ， N 5 .2. 

77 〜 147. 

B, ApHOJIb,A. OcoSeHHOCTH B BapHailHOHHOM COBpeMeHHbie 

npoSjieMbi MaxeMaTHKH- 1983^ 3^55. 

O- IL IIIep6aK, Bojihobuc (})poHTi>i h rpynnbi OTpaaceHHH. YMH* 1988. 

T.43, JVe.3. 125 〜 160, 

CoBpeMeHHtie npo6jieMU MaxeMaTHKH 丛书的 22 与 33 卷中关于辛几何和接 

触几何在变分问题研究（从而也在力学、光学与最优控制理论等方面的研究）有广泛 
的补充材料 . 

分枝理论与摄动理论（不仅是关于哈密顿系统的，而且是关于一般动力系统的 ) 
在教科书 Arnold V. L, [17], [18] 中有讨论 . 新的材料可见 1888 年在 Grenoble 召开 

的第十二届国际理论与应用力学大会上关于分枝理论及其在数学与力学中的应用的 
许多报告，以及 B. M. ApHOJibA, B. C. A(J)paHMOBHH, K). C. MjibameHKO, JI. II. 

mnjii>HMKOB 的总结.还有 M . 丛书 CoBpeMeHHbie npo6jieMbi MaTeMaTHKH, $yH- 

^aMeHTajibHLie HanpaBJieHHH 中的 ZUraaMMMecKHe CMCTeMM-5 (M.: BMHHTM, 
1986 ). 该丛书中的 一 册 HHHaMHHecKHe cwcTeMM- 2 (M.: BMHMTH, 1985 ) 是 M. 
IT. KopH<|)ejibAOM, H. r. CmiaeM 等人写的，讲动力系统的遍历问题.讲这个问题的 

① D . Bennequin , Caustique Mystique ( d’Apres ArnoPd et al .) Seminaire Bourbaki 1984/1985, 
Asterisque 133 〜 134, (1986)，19 〜 56. 

这里和以下的许多 Bhhhtm 出版物有英译本，由 Springer - Verlag 出版，构成 Dynamical System 

多册. 一 中译本注（从此处开始，用数码加半括号表示译 者注; 用数码加圆圈表示作者注 .） 

2) 有中 译本： 突变理论，高等教育出版社.——中译本注 
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还有 B . M . ApHOJib 只与 A . Aseix 写的 BproAMHecKne npo6jieMbi KJiaccHMecKoii 
MexaHHKH (1999 年，是 PeryjiHpHan m xaoraMecKafl ^HHaMHKa 丛书的第 11 册)― ' 
书，它的基础是作者们1965年的讲义 （Arnold V . L , Avez A . [1]). 

在这些理论中讨论的事实都可能有广泛的应用，但因它们都是不久前才发现的, 
而且只出现在专门文献中，所以对从事应用的人，目前还有数学文章的相当的难度. 
我希望，本书能有助于掌握这些成就，不仅有助于数学家，而且有助于力学家、物理 
学家以及其他需要动力系统理论、辛几何和变分法的人. 


B . M . 阿诺尔德 
1999 年 12 月 
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经典力学中用了许多不同的数学方法和 概念： 微分方程和相流、光滑映射和流 
形、李群和李代数、辛几何和遍历理论.许多现代的数学理论都来自力学问题,后来 
才有了公理化的抽象形式，使它们很难读了. 

在这本书里，我们要从最初步开始建立起经典力学的数学 工具； 所以除了标准 
的分析课程(微分和积分,微分方程)，几何课程(矢量空间，矢量）和线性代数课程(线 
性算子，二次形式）以外，不假设读者有比这更进一步的知识. 

借助于这些工具，我们要考察动力学的所有基本问题，包括振动理论，刚体运动 
理论和哈密顿的形式化.作者一直试图表现出各种现象的几何的、定性的侧面.在 
这一方面，本书与那些由数学家讲授的传统的理论力学课程相比，更接近于为理论 
物理学家开设的理论力学课. 

本书相当大的部分用于变分原理和分析力学 . F . 克莱因在他的《十九世纪数学 
发展史讲义》一书中这样刻画过分析力 学：“ ……一个物理学家想要解决自己的问 
题，从这些理论中所得无几，而工程师则将一无所得以后年代中科学的发展明确 
地否定了这个评论.哈密顿形式化是量子力学的基础，而且是物理学的数学武库中 
最常用的工具之一.在认识到辛构造和惠更斯原理对各种优化问题的意义以后，在 
工程计算中也开始经常应用哈密顿方程了.另一方面，与空间探索相关的天体力学 
的新近发展，对分析力学的方法和问题也赋予了新的意义. 

经典力学和数学与物理学的其他领域的联系是多种多样的.本书附录就是用来 
讲其中的少数几个.经典力学的工具被应 用到： 黎曼几何的基础，理想流体动力学, 
柯尔莫戈洛夫关于条件周期运动的摄动理论，数学物理方程的短波渐近法以及几何 
光学中聚焦面的分类. 
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这些附录是为有兴趣的读者写的，而不是一般的必修课程的一部分.其中有些可 
以成为专门课程的基础(例如关于非线性振动理论的渐近方法或准经典渐近).这些 
附录也包含了一些参考性质的知识(例如有一个二次哈密顿函数的标准形式表).在 
本书的基本各章中作者总是力求把证明写得尽可能明确而避免再引用其他材料，附 
录总的说来则是结果的总结，其证明则可在所引述的文献中找到. 

这本书的基础是作者在1966—1968年为国立莫斯科大学数学力学系数学专业 


三、 四年级学生所开的一门一年半的必修课. 


B . M . 阿诺尔德 
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第一部分 
牛顿力学 



牛顿力学研究质点组在三维欧氏空间中的运动.在此空间中有六维的空间运动 
群作用.牛顿力学基本概念和定理（用笛卡儿坐标表述）对于这个运动群都是不变 
的•① 

一 个有势的牛顿力学系可以用质点的质量和力学系的位能表述.保持位能不变 
的空间中的运动对应于各种守恒律. 

牛顿运动方程使我们能完全解出一系列重要的力学问题，例如在有心力场中的 
运动问题. 


①对更大的伽利略时空变换群也是不变的. 




第一章 实验事实 


我们将在本章中给出作为力学基础的实验 事实： 伽 利略相 对性原理和牛顿微分 
方程.我们要考查由相对性原理所加于运动过程上的限制，还要举出一些简单例子. 

§1. 相对性原理和决定性原理 

我们将在本节中介绍和讨论惯性参考系（坐标系）的概念.本节的准确数学提法将在下一节 
给出. 

经典力学的基础是一些实验事实 ( D . 我们将列出其中的三个. 

A. 空间与时间 

我们所在的空间是三维欧氏空间，时间则是一维的. 

B. 伽利略相对性原理 

存在一些参考系（坐标系）称为惯性系，它们有以下两个 性质： 

1. 一切自然规律在任何时刻，在所有惯性系中都相同. 

2 . 相对于一个惯性系作匀速直线运动的一切参考系也都是惯性系. 

换句话说，如果附着在地球上的参考系是惯性系，那么在一个相对地球作匀速 
直线运动的列车上,实验者完全在列车内作任何实验都不能使他觉察到列车的运动. 

事实上，附着在地球上的参考系只是近似地是惯性系.附着在太阳或其他恒星 
等上的参考系则更接近于惯性系. 

①所有这些实验事实”都只是近似为真,而可用更精确的实验推翻.为避免叙述繁冗，以下我 
们不再讲这一点，讲到我们的数学模型时，都当它是精确地描写了物理现象的. 
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C . 牛顿的决定性原理 

一 个力学系的初始状态（即其中各点在某一时刻的位置与速度的总体）唯一地 
决定其运动. 

因为我们很早就认识到这一点，所以很难怀疑这个 事实. 可以想像这样一个世 
界，在其中为了决定一个系统的未来还需要知道其初始时刻的加速度，但是经验表 

明，我们的世界并不是这样. 、 


§2. 伽利略群和牛顿方程 

在本节中我们将定义和研究伽利略时空变换群.然后我们考虑牛顿方程以及它对于伽利略变 
换的不变性质对方程右方所加的最简单的限制 

A . 记号 

我们用 R 记全体实数的集合.用 M n 记 n 维实矢量空间 • 
n 维仿射空间 与 ! R n 的区别在于它没有“固定原点”.群『作 为平移 群作用 

在上（图 1): 

a—a 6, a € A n , b G R n , a b E R n . 

[所以中两点的和没有定义，但其差有定义而且是脱"中的一个矢量]. 


a 




矢量空间 ] R n 上的一个欧氏构造就是一个正定对称双线 
. 性形式，称为数 量积. 数量积使我们能定义相应的仿射空间 


A n 中 两点的 距离: 


图1平移 


p(x,y) = \\x -y\\ = yj(x-y,x-y). 


仿射空间带上这个距离函数就叫做欧氏空间，并记作五 n . 

B . 伽利略构造 





t 


图2时间 t 的间隔 


伽利略时空构造包含以下三要素： 

1. 宇宙——这是一个四维仿射②空间乂 4 . 乂 4 中的点称为 
世界点或 事件. 宇宙 A 4 中的平移构成一个矢量空间 K 4 . 

2 . 时间 一 这是一个线性映射 t : R 4 — R , 由宇宙的平移矢 
量空间映到实的“时间 轴”. 由事件 a e A 4 到事件 be A 4 的时间 
间隔即数 t(6-a) (图 2) •若 t{b - a) = 0, 就说事件 a 和 6 是同 

时的. •午 丨 ^ ^ i ^ 


① 不需要第1节论断的数学表述的读者可以略去 本节. 

② 在古代，对宇宙并不赋以仿射构造而赋以线性构造（即宇宙的地心系统). 
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与一个固定事件同时的事件之集合是乂 4 的一个三维仿射子空间.它叫 做同时 
事件空间 a 3 . 

映射 t 的核由 a 4 的这样一些平移构成,它们把某一事件（从而也将每个事件) 
变为与它同时的事件.这个核是矢量空间 1 R 4 的一个三维线性子空间 R 3 . 

伽利略构造还包含一个 要素： 

3. 同时事件的距离 


p(a 7 6) = ||a — 6|| = >/(a — 6, a — 6) ， a, 6 G A 3 y 

由 se 上的数量积给出.这个距离使每个同时事件空间都成为三维欧氏空间 E 3 . 
具有伽利略时空构造的空间 A 4 称为 伽利略空间. 

可以谈论在不同位置同时发生的两个事件，但是“在三维空间同一位置上发生的不同时事件 
a,6G A 4 » 这种说法没有意义，因为我们没有选定一个坐标系. 

伽利略 群就是伽利略空间中保持其构造的一切变换所成的群.这个群的元素称 
为 伽利略 变换.所以，伽利略变换就是 A 4 中保持时间间隔和同时事件的距离不变的 
仿射变换. 

例 考虑时间轴 t 和一个三维矢量空间 R 3 的直积 ® R x 这里设 R 3 有一固 

定的欧氏构造.这样的空间有自然的伽利略构造.我们称之 为伽利略坐标空间. 

我们要举出这空间中伽利略变换的三个例子.首先是 速度为 v 的勾速 运动： 

gi(t^ x) = (t,x vt), Vi G ® € R 3 . 

其次， 原点的 平移： 

g2{t,x) — (i + s, x + s), Vi £ R, x G M 3 . 

最后，坐标轴的旋转： 

gs(t^ x) = (t, Gx), Vt G M, a: G R 3 . 

G : E 3 —^ R 3 是一个正交变换. 

问题证明空间 R x M 3 的每个伽利略变换都可唯一地表为一个旋转、一个平移和一个匀速 
运动的组合 、g = gi 0 g 2 。 仍)(所以，伽利略群的维数是 3+4+3=10). 

问题证明一切伽利略空间均互相 同构' 而特别是同构于坐标空间 RxR 3 . 

令 M 为一集合.一个 1-1 对 应仍： M^R x M 3 称为集 M 上的伽利略坐标系. 
坐标系外称为对仍均勾地运动,若外。: M x R 3 —R x 1 R 3 是一个伽利略变换 • 
伽利略坐标系外和给 M 以相同的伽利略构造. 

①我们要再提一下，两个集合 A 和 S 的直积就是有序对 ( a , b ) 的集合， a € A , b € B . 两个空间 

(矢量、仿射或欧氏空间）的直积仍有同类型空间的构造. 

® 即存在相互之间的一个保持伽利略构造的 1-1 映射. 
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c . 运动，速度，加速度 


中的运动就是一个可微映射 a : J — IR ' J 是实轴上的一个区间. 
导数 

x(t 0 ) = ^ = lim 咖 + gM n 

dt t=to h—^o h 

称为 t 0 el 点的速度矢量. 

二阶导数 


x(to) = 



dt 2 


t=to 


称为 k 点的加速度矢量. 

我们将假设遇到的函数都可以连续求导所需要的那么多次.以下除非另有声明， 
映射、函数等等都理解为可微映射、可微函数等等.映射 a : : I ^ R n 的像称为 M 〜 
中的一个轨迹或曲线. 

问题平面上一个可微运动的轨迹可否具有图3的形状？其加速度矢量可否有图上所示的 
值？ 

答是.否. 



图3 —点的运动轨迹 



图4世界线 


我们现在定 义在三维欧氏空间中 n 个动点的力学系. 

令 a: : R—R 3 为 R 3 中的运动.它的图像 @ 是 R x M 3 中的曲线. 

伽利略空间中的曲线若是一个运动在某个（因此也在每个）伽利略坐标系下的 
图像，就称为 世界线 (图 4). 

n 点系统的运动在伽利略空间中给出 n 条世界线.在伽利略坐标系中，它们可 
用 n 个映射而： R—R 3 , 2 = 1,2,*** , n 来表 7K. 

n 个 R 3 的直积称为 n 点系统的构形 空间. 上述 n 个映射^ : R^E 3 构成了由 
时间轴到构形空间的一个 映射： 


x : M —N = Zn. 

这个映射也称为此 n 点系统在伽利略坐标系 RxE 3 中的运动. 


①映射/ : A ^ B 的图像是直积 AxB 中由所有形如 （ a ，/( a))，a G A 的元所成的子集. 


D . 牛顿方程 


§2. 伽利略群和牛顿方程 


根据牛顿的决定性原理（节 1 C ), 一 个系统的一切运动都由其初始位置 ( x ( t 0 ) e 
R N ) 和初速度 ( x ( t 0 ) € R N ) 唯一地决定 • 

特别是,初始位置和初速度决定了加速度.换言之，存在一个函数 F : R n xR n x 
R ^ R N 使得 

x = F ( x , x , t ). (1) 

牛顿以方程 （1) 作为力学的基础.它称 为牛顿方程. 

由常微分方程解的存在与唯一性定理，函数 F 与初始条件和 x ( t 0 ) 唯一 
决定 一 '个运动® . 

对每个特定的力学系，函数 F 的形状是由实验决定的.从数学观点来看， F 的 
形状构成该力学系的定义. 

E . 由相对性原理所加的限制 

伽利略相对性原理 指出： 在物理时空中有一个特定的’ 

伽利略构造（“惯性参考系类”)，具有以下性质. 

若对任一力学系@各点的世界线作同一伽利略变换， ^ 

将得出同一系统的世界线（但有新初始条件 )( 图 5). 图5伽利略相对性原理 

这就对在惯性系中写出的牛顿方程的右方加上了一系 
列 限制： 方程 （1) 对伽利略变换群必须不变. 

例 1时间平移是伽利略变换.对于时间平移的不变性意味着“自然界的法则 
是恒定的”， BP , 若 z p ⑷是方程⑴的解,则对任意 s + S ) 也是一个解. 

由此可知，在惯性参考系中 （1) 式右方不含 时间： 

X = 

注在以下情况下会出现右方含时间的微分方程. 

设我们研究力学系 I + II 的部分 I . 部分 II 对部分 I 的影响有时可以用描述部分 I 的方程组 
中参数对时间的变化来代替. 

①这里需要一定的光滑性条件，这些条件我们假设是适合的.一般说来,方程⑴只在时间轴的 
某区间上决定一个运动.为简单计，我们设此区间就是整个时间轴，而在大多数力学问题中都是如 
此. 

◎在叙述相对性原理时，必须记住，讲的只是封闭的物理系统（包括力学系统)，即是说，在研究 
这个给定现象时， 一 切与此现象相互作用因而有影响的物体,都必须包括在该系统内.严格说来， 
我们应该把宇宙中一切物体都包括在系统中.但是从经验中知道，其中许多可以忽略.例如在研究 
行星绕日运动时，我们可以忽略行星之间的引力. 

另一方面，在研究地球附近的物体时,如果不把地球包括在内，这系统就不是封闭的;在研究飞 
机的运动时,如果不把飞机周围的空气包括在内，系统也不是封闭的，等等.将来，“力学系” 一词 
在大多数情况下表示封闭系，如果有非封闭系的问题，将要明显地指出（例如见 §3). 
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例在研究地球上大多数现象时，月球对地球的影响可以不计.然而，在研究潮汐时，必须考 
虑到这个 影响; 但是，不必引人月球的引力，只要引人地球上重力大小的周期性变化就可以做到这 
—点. 

在求解一个问题时作形式运算的结果也会出现变系数方程. 

例 2三维空间中的平移也是伽利略变换.方程 （1) 对于这种平移的不变性意味 
着 空间是均匀的 ，即“空间各点有相同性质也就是说 ，若 Xi = = 1,…， n ) 

是适合⑴的 n 个点的运动，则对任意 r e M 3 , 运动 + = 也满足 

方程⑴. 

由此可得， 在惯性参考系中， 方程⑴ 的右方只能依赖于“相对坐标”％ - 
过渡到匀速运动的坐标系下,也有不变性（这并不改变屯和％ - Xfc ， 但对每个 
^都会加上一个定矢量_，由此可知，惯性参考系下的方程 （1) 之右方只能依赖于 
相对速度 

~ — ® j — 士 fc })， = 1 ， ， . . ， Ti . 

例 3伽利略变换中还有三维空间的旋转.对这些旋转的不变性，意味 着空间 
是 各向同 性的； 没有什么事先特定的方向. 

于是，如果的： E ^ M 3 (2 = 1,..， ， n ) 是 n 个点的系统的满足⑴的运动，而 
G : R 3 — R 3 是一个正交变换，则运动： R — M 3 (i = 1,…， n ) 也满足⑴，换言之 

F ( Gx , Gx ) = GF { x , x ). 

Gx 表示 ( Gxi , …， Gx n ),xi e R 3 . 

问题若一力学系只由一点组成，证明它在惯性参考系中的加速度为零（“牛顿第一定律”). 

提示由例1、例2,加速度矢量不依赖于 a : 、决或而由例3, 矢量 F 应对旋转不变. 

问题设一个力学系由两点组成.在初始时刻其速度（在某惯性参考系中）均为零.证明它 
们将停留在初始时刻联结它们的直线上. 

问题设一个力学系由三点组成.在初始时刻其速度（在某惯性参考系中）均为零.证明它 
们总位于初始时刻包含它们的平面上. 

问题设一个力学系由两点组成.证明对任意初始条件都存在一个惯性参考系，使在其中这 
两点总位于一个固定平面上. 

问题证明“镜子里面”的力学和我们的力学是一样的. 

提示在伽利略群中有一个反射变换,它改变 R 3 的定向. 

问題惯性参考系类是否唯一？ 

答否.改变长度和时间单位或时间的方向就可得出其他的惯性参考系类. 

§3. 力学系的例子 

我们已经提到对于每个力学系，牛顿方程 （1) 中函数 F 的形状由实验确定.下面是些例子. 



§3. 力学系的例子 


在考査具体的力学系时,不把宇宙间一切物体都归入这个系统是合理的 ■. 例如,在研究发生在 
地球上的多数现象时,可以忽略月球的影响.此外，通常也可以不计所研究的过程对地球本身运动 
的 效应； 我们甚至可以把附着在地球上的一个坐标系看作“固定的”.很清楚，相对性原理不再把 
前述的限制加在用这样的坐标系写出的运动方程上.例如，在地球附近就有一个特殊的方向 :铅直 
方向. 

A. 例 1 :石块落向地球 

若 x 是石块在地面上方的高度，实验表明 

x = —g, 这里 5 e 9.8 m / s 2 (伽利略). (2) 

若引入“位能”=糾,则方程 （ 2 ) 可以写为 

dU 

若 u : e n ^ r 是欧氏空间上的可微函数，则我们将用 du/dx 
表示函数 C / 的梯度. 若 E N = : x … x E 叫 是欧氏空间的直 
积，则我们记一点 X 6 e n 为 (Xi ，…，叫)，记 du / dx 为矢量 
( dU / dxu - - , du / dx k ). 特别是，若 A ,... ， x N 是 E N 中的笛卡 
儿坐标，则矢量 dU / dx 的分量是 dU / dxi ，…， dU / dx k . 

实验表明石块对地球上某点 0 的径矢量满足方程 

® = 一笔， 其中？7 = ( g ，®)， (3) 

右边的矢量指向地球.它称为重 力加速度矢量 g (图 6 ). 



图6石块落向地球 


B. 例 2 :从很高高度下落 

和所有的实验事实一样，运动 （ 2 ) 的适用范围是有限的.按照牛顿所发现的一 
个更精确的落体定律， 加速度反比于距地心距离的 平方： 

这里 r = ro + a ; (图 7). 

如果我们引人与到地心的距离成反比的位能 图 7 地球的重力场 

U = k = grl ， 

r 

则这个方程也可以写成 （3) 的形状. 

问题决定必须以什么速度掷出石头才能使它无限地远离地球表面 



答彡 11.2 km / s . ro =6 400 km . 

①这就是所谓第二宇宙速度 V 2( 或称对于地球的逃逸速度.——中译者注)，我们的方程中并没 
有计入太阳的引力，如果石块对地球的速度小于 16.6 km / s (对太阳系的逃逸速度.——中译者注) 
的话，太阳的引力会制止石块逃逸出太阳系， 
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C . 例 3: 物体在弹簧作用下沿直线的运动 

实验表明，弹簧在小的拉伸下，其运动方程将是（图 8) 



图 8 弹簧上的物体 这方程也可以写成 （3) 的形状. 

如果把这一个物体换成两个与它相同的物体,则在弹簧 
同样的拉伸下，加速度只有一半大. 

已经在实验中证实，对于任意两个物体,在弹簧同样的拉伸下，加速度之比 X !/ X 2 
是固定的（即不依赖于拉伸的程度或弹簧的特性，而只依赖于物体本身).这个比的 
倒数定义为这两个物体的质 量比： 


我们取一固定物体，例如一升水 1 \作为质量单位.我们从经验中知道所有物体 
的质量都是正的.质量与加速度的乘积 mi 不依赖于物体，而是弹簧拉伸的一个特 
征.这个值称为弹簧作用于物体的力. 

我们以“牛顿”作为力的单位.如果把一升水悬挂在地球表面上的一个弹簧上， 
弹簧的作用力是 9.8 牛顿 (=1 kg ). 


D. 例 4 :保守系 

令 E 3n = E 3 x … x E 3 是欧氏 空间五 3 中一个 n 点系统的构形空间.令 
U : E ^ R 为一可微函数, rrn ，■ •.， m „ 均为正数. 


定义 质量为 mi , … 
程组 给出： 


的 n 个点在位能为的势场中的运动由以下微分方 


rriiXi =- 


dU 

dxi 



⑷ 


例1到例3中的运动都有这样的形状.许多其他力学系的运动方程也有相同的 
形状.例如，天体力学中的三体问题就是一个 （4) 那样的问题，其中 



许多来源完全不同的方程也可以化成 （4) 的形状，例如电振动的方程就是. 
在下一章里我们主要研究 （4) 那样形式的微分方程组. 


D 严格说,还应指出这升水所处的温度、压力等等. 


日译者注 



第二章运动方程的研究 


在绝大多数情况（例如，三体问题）下，我们既不能解出运动的微分方程组，也不 
能完全地描述解的性态.在这一章里，我们要考虑一些简单然而重要的问题，它们的 
牛顿方程是可解的. 

§4. 具一自由度的力学系 

在本节中我们要研究微分方程 （1) 的相平面.看一看位能的图像就足够对这个方程作定性的 
分析了.此外,用求积法积出了方程 （1). 

A . 定义 

_ 具一自由度的力学 系就是可以用一单个微分方程来描述的力 学系： 

动能是二次型 

位能是函数 


此式前的符号使得当石块高于地面时，其位能为正. 

注意,位能决定了 /. 因此，为了刻画 （1) 形的系统，给出位能就够了.对位能加 
一个常数不会改变运动方程 （1). 
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总能量 是二者之和: 


E = T + U . 

所以，总能量是: r 和士 的 函数： E ( x , x ). 

定理 （能 量守恒定律） 按 方程⑴ 运动的点之总能量守 恒:五 ( a ; ⑷，； i :( t )) 与 t 


□ 


( 2 ) 

考虑坐标 a ;, y 的平面，称为方程⑴的相 平面. 相平面上的点称为 相点. 方程组 （2) 
的右方在相平面上决定了一个矢量场,称为相 速度矢量场. 

(2) 的解是相平面上一个相点的运动^ : R — R 2 , 而动点在每时刻的速度等于相 
点在该时刻 ® 所在位置处的相速度矢量. 

^ 的像称为相曲线.因此，相曲线由以下的参数方程给出 

x = y =轉). 

问题证明经过每个相点有一条且仅有一条相曲线. 

提示参考常微分方程教本. 

_ 

我们要注意，相曲线可能缩为一点.这种点称 为平衡位置. 平衡位置上的相速度 
矢量为零. 

能量守恒定律使我们很容易找到相曲线.在每个相曲线上，总能量是恒定的.因 
此，每个相曲线都完全位于一个等能集 E ( x , y ) = h 上. 

C . 例子 


无关. 

证 

~-{T U ) — xx -\- ^~x = x(x — f ( x )) = 0. 
at ax 

B . 相平面 

方程 （1) 等价于以下两个方程的方程组 

士 = y ， y = /(^)- 


例1 振动理论的基本方程是 



①为简单计，我们于此假设解 v 定义在整个时间轴 r 上. 



图 9 方程 i = - o : 的相平面 图10位能和相曲线 

例 2设位能由图10的图像给出.我们要画出等能集+ U ( x ) = E . 下面的 
事实对此是有用处的. 

1. (2) 的平衡位置必在相平面的 ir 轴上.若$是位能的临界点，即 { dU / dx)\ x=i = 
0,则点 x = ^y = Q 是一个平衡位置. 

2. 等能集在其上各点附近都 是光滑 曲线，只要这点不是平衡位置（这可由隐函 
数定理得出).特别是，若数 E 不是位能的临界值（即不是位能在其一个临界点上所 
取的值)，则能量为五的等能集是一个光滑曲线. 

因此,为了研究等能曲线，应该注意五的临界值与近临界值.这里，想象一个小 
球在势阱 (7 中的滚动是很方便的. 

例如，考虑以下的论证 :“动 能是非负的.这意味着位能小于或等于总能量.位能 
越小，速度越大这一点就可以翻译 成:“ 小球不可能升高到高于其初始能量的能级 
上而跳出势阱.当它跌入势阱时，小球就获得了速度我们也注意到，位能的局部极 
大点是不稳定的，但其极小点是稳定平衡位置. 

问题证明这一点. 


. 具一自由度的力学系 


这时（图 9) 我们有 


2， 2 ’ 2 2 


等能集是同心圆和原点.相点处的相速度矢量分量是 ( y ，- oO . 它与动径方向垂 
直,大小相等.因此，相点在相平面上的运动是绕 O 的匀速旋转 : z = ro cos ( po - 0,2/ = 


rosin (糾 )-4 每个等能集都是相曲线. 
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问题图10中相应于能级£； 2 的分离曲线（或称分界流形)，即相应于 的8 字形曲线， 
由几条相曲线组成？ 

答三条. 

问理决定沿分离曲线运动所需时间. 

答由唯一性定理知时间为无限. 

问题证明（沿一个方向）由 A 到以所需时间等于 


X ! y /2( E - U ( x )) 


问睡给出位能的图像如图11，画出相曲线. 



图11位能 


答图 12. 



图12相曲线 


问題画出“理想平面摆”(即数学摆）方程 a : = -siiix 的相曲线. 

问题画出“在旋转轴上的摆方程” S = - sina : + Af 的相曲线. 

注以上两题中 x 表示摆的角位移.坐标相差 2 tt 的点对应于摆的相同位置.所以，除了相 
平面以外，考虑相柱面 { a:(mod 27 r ), y } 是很自然的. 




§4. 具一自由度的力学系 
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问题求出相应于最大位能五=(图 13) 的临界等能曲线各分枝的切线. 

答 y ; 士 

问题令 S ( E ) 为对应于能级£；的封闭相曲线所包围的面积.证明沿此曲线运动的周期是 


m ^ 

t ^1e' 

问题令 £； q 为位能在极小点€的值.求在点^附近的小振动的周期 ro , 这里 To 二 

lim£；-*£；o 了 (五) . 

答 27 T / V / t 7^). 

问題考虑相应于能级£的封闭相曲线.它是否在李雅普诺夫意义下稳定 1 > 2) ? 

答否®. 



y “ 

图13临界等能曲线 



D . 相流 

令 M 为相平面上一点.我们来看方程组 （2) 的解，其在 t = 0时的初始条件由 
点 M 表示.我们假设方程组的任一解都可以拓展到整个时间轴上.我们的解在任意 
值 f 时所取的值依赖于 M . 我们记所得的相点（图 14) 为 

M ( t ) = g l M . 

这样，我们定义了相平面到其自身的映射 〆 ： m 2 -, r 2 . 由常微分方程中的定理， 
映射/是一个微分同胚（即具有可微逆的 1-1 可微映射).这些微分同胚 g^teR 
构成一个群： = g t og s . 映射/是恒等映射 ( g°M = 是/之逆.由式子 

g ( t , M )= g l M 所定义的映射 g：Rx R 2 — R 2 是可微的.把所有这些性质综合起来就 

①唯一的伊 j 外是周期不依赖于能量的情况. 


G 关于李雅普诺夫稳定性的定义，见 V . I . Arnold ， Ordinary Differential Equations ” MIT Press 

1973, 155. ——英译者注 

2 ) 见 Smale S，Hirsch M W ,[ l ]. ——日译者注 
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说,变换 〆 构成相平面的 微分同 胚的一 个单参数群. 这个群也称为由方程组 （2)( 或 
方程 （1)) 给出的 相流. 

例 方程2 给出的相流即绕原点旋转角*的旋转 〆 之群. 

问题 证明位能为 C 7 = - a ： 4 的力学系不定义相流. 

问题 证明若位能为正，则必有相流. 

提示 用能量守恒律证明解必可无界地拓展. 

问题 画出圆 x 2 + (y - I ) 2 < i 在方程⑷“反摆 ” i = a : 与 （ b ) “非线性摆”无 = -sinx M 
相流之变换作用下的像. 

答图15 - 



( a ) ( b ) 


图15相流对圆的作用 


§5. 具二自由度的力学系 

分析一个一般的具有二自由度的有势力学系超出了现代科学的能力，在这一节里我们将看几 
个最简单的例子. 

A . 定义 

所谓二自由度的力学系，我们是指由以下微分方程所定义的系统. • 

x = /( x ), x € E 2 , (1) 

/是一个平面矢量场. 

一个力学系如果有一函数 C / A E ^ R 使/ = - 抓/加，就称为保守系.于是保 
守系的运动方程的形状是念= - dU / dx ® 

①在平面五 2 的笛卡儿坐标中是 ii = - dU / dxi 和幻= - dU / dx 2 . 

D 这里设 C / 为单值函数，因为 t / 是位能,而位能总是单值的.——中译者注 


. 具二自由度的力学系 17* 

B . 能量守恒定律 

定理 保守系的总能量守恒，即有 

^ = 0,这里五=+ C /( x ), x 2 = ( x , x ). 
at l 

证 由运动方程， 

• = ( x , x ) + ( dU / dx , x ) 

at 

=(x + dU jdx , x ) — 0. 口 

系 若初始时刻的总能量为五，则一切轨道均位于区域 U ( x ) 彡五中，即一点在 
任何时刻都位于势阱 U ( x 1 , x 2 ) < 五内. 

注对具一自由度的力学系，总可以引入位能 

u ( x )=- r /( o 炎. 

Jxo 

具有二自由度的力学系就不是这样了. 

4 

问题找一个形如 i = f ( x ), xeE 2 的非保守系之例. 

晒 

C . 相空间 

运动方程 （1) 可以化为方程组 

xi = yi, ±2 = 2/2, 

. dU . dU (2) 

yi = _‘ V2 = _ i 2 

具二自由度力学系的相空间即坐标为和 y 2 的四维空间. 

方程组 （2) 在四维空间中定义了相速度矢量场以及相流①（它是四维空间中微 
分同胚的一个单参数群 ).（2) 的相曲线是四维相空间的子集.整个相空间被分解成 
相曲线的集合.把相曲线由四维空间投影到 X !, X 2 平面上就给出了动点在〜奶平 
面上的轨迹.这些轨迹称为轨道.尽管相曲线彼此不相交,轨道则可以有交点.能量 
守恒定律的方程 

E =^^ U ( x ) = yl ±^ + U ( M2 ). 

在四维空间中定义一个三维超曲面： E ( x u x 2 , yuy 2) = Eo ； 这个曲面 tt Ed 在相流下 
不变： gt %Eo =化 0 . 可以说，相流沿等能超曲面流动.相速度矢量在各点上都切于 
W Eo . 所以 7 T & 完全由相曲线组成（图 16). 


①在和上节相同的通常限制下. 
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X 2i, 

o 

图 17 球面摆的等位能曲线 

D . 例1 (“ 球面摆的小振动”） 令 <7 = + g ). 在平面上的等位能 

集是同心圆（图 I 7 ). 

运动方程= — Xi , X2 = — X2 等价于方程组 

士 1 = 2 / 1 ， 士 2 = 2 / 2 , 

VI = 一 $ 1 ， V2 = —$ 2 . 

这个方程组可以分解为两个独立的方 程组; 换言之，坐标以和 X 2 的每一个随 
时间变化的方式都和具一自由度的力学系一样. 

每一个解的形状都是 



图16等能面与相曲线 


cci = c \ cos t C2 sini, = C3 cos t + C4 sin t ， 

yi = —ci sini + C2 cost 1 2/2 = — C3 sin t + C4 cost. 


由能量守恒定律， 

E = \{vl + vl) + \( x l + x l) = 常数 . 

因此，等能超曲面是四维相空间 {( xi , x 2 , yi , y 2 )} 中的球面. 

问题证明上例的相曲线是此球面上的大圆（即球面与过球心的二维平面的截口). 


问題 证明曲面 7 T fi 上之相曲线集构成一个二维球面.公式！/;= ㈤ + i yi )/0 r 2 +切 2 )给 
出了由三维球面 7 TE 到此二维球面（即扣的复平面补充以 oo 点）上的“霍普夫 ( Hopf ) 映射”. 
相曲线即点在霍普夫映射下的原像. 

问题 求相曲线在 Xl , X 2 平面上的投影（即画出一点的运动轨道). 

E •例2 (“利萨如 ( Lissajous ) 图形 ”)• 我们再来看一个平面运动（“具有二 
自由度的小振动”)： 


位能是 


X\ = —Xl, X2 — —CJ X 2 





§5. 具二自由度的力学系 
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由能量守恒定律，若初始时刻的总能量为 

^(±1 -\-±1) + U ( x 1 , x 2 ) = E , 

则所有的运动都发生在椭圆 U { x u x 2 ) < 五内. 

除此以外,我们的力学系包含了两个独立的一维力学系.因此,能量守恒定律对 
其中的每一个都分别成立，即是说，以下的量都分别是守恒的: 

Ei = ^ x \ + E 2 = ^ d：2 + (E = Ei + E2 ). 

所以，变量 A 界于区域 hi < 山内，木 = ， 2 兩可， 而❿ 则在区域 | x 2 | <戌内 
振动，乂2 = 卜. 这两个区域的交定义了包含着一切轨道的矩形（图 18). 

问题证明此矩形内接于椭圆 U ^ E . 我们的方程通解 
是 ; Ci = Ai sin(t + V ^ i )) x 2 = -^2 sin ( a;t + 动点独立地在 
水平方向上作一个频率为 1 振幅为 A 的振动，以及在铅直方 
向上作一个频率为^振幅为 A 2 的振动. 

考虑下面的在 X l5 X2 平面上描画轨道的方法.作 
一个底长为 24 ,高为 2 戌的带形.在带上作一个周 
期为2^!/0；振幅为戊的正弦波，并把这带卷成圆 
柱面（图 19). 把绕在圆柱面上的正弦波正交投影到 A ， 
x 2 平面上就给出了所求的轨道，称为 利萨如图形. 

利萨如图形可以在示波器上很方便地看见，示波器可以把水平和铅直轴上独立 
的谐振动分别显示出来. 


叼本 



图 18区域 C 7 < E,Ui < 
五 1 和*7 2 彡五 2 



^2 A 



图19利萨如图形的作法 

利萨如图形的形状与频率0；很有关系.若 w = 1( 例1中的球面摆)，圆柱面上的 
曲线是一个楠圆.它在 Xi ,0：2 平面上的投影依赖于相位差 仍11. 对于列=内我 
们得到矩形的一条对角线；对于小的仍 - #1,我们得到一个内接于矩形而很接近于 
对角线的椭圆.对^我们得到一个主轴为^1^2轴的 椭圆； 当内-外 
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由 7 T /2 增加到 7 T 时,椭圆缩成第二条对 角线； 当仍 - &再增加时，整个过程又从头 
重复（图 20). 



图20 a ; = 1时的一^串利萨如图形 


|工2 


k x 2 



图21 a ; « 1的利萨如图形 


22 


u ； = 2 的利萨如图形 


现在设频率仅为近似 相等： u ；^ l . 曲线上相应于0 < t < 27 T 的一段很接近于一 
个椭圆.下一圈也还很像椭圆，但这时相 位差内 - 列比原来增加了 2tt(u; - 1) 倍. 
所以 a ; a 1时，利萨如图形是一个变形了的椭圆而随位相之改变由与一条对角线相 
合进而与另一条对角线相合（图 21). 

若一个频率为另一个的2倍 （ a ; = 2)，则对于某些特定的相移,利萨如图形将变 
成一个两次走过的弧（图 22). 

问题证明此曲线是一个抛物线. 

增加相移外 - 列将依次得出图23上的曲线. 



S 23 uj — 2 时的一串利萨如图形 




X 1 


一般说来,若 一个频 率是另一个的 n 倍 ( u ; = n )， 则在相应的利萨如图形的图像 
中有 一 个 打 次多项式的图像（图 24); 这个多项式称为切 比雪夫 ( Chebyshev ) 多项式. 

问题证明若 a ; = rh / n , 则利萨如图形是一个闭合的代数 曲线; 但若 o ; 是无理数，则利萨如 
图形将处处稠密地填满矩形.相应的相曲线将填满什么？ 
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§6. 保守力场 


我们将在本节中讨论功与位能的关系. 

A . 力场沿一路径所作的功 

回忆一下力 F 沿路径5所作的功的定义.恒定力（例如我们举起一个负荷时所 
用的力）在路径 S = AhM 2 上所作的功定义为数量积（图 25) 

A = (F,S)= ： \F\\S\-cos<p, 



图25恒定力 F 与直的路径 S 所作的功 图26力场 F 沿路径 Z 所作之功 

设有矢量场 F 与一有限长曲线 L 我们用分段为 A 氏的折线去逼近曲线 Z 并记 
Fi 为力在 ASi 上某点 之值; 则场 F 在/ 上之功定义为（图 26) 

A = lim S ( Fi , A 5 i ). 

[ASiHO 

在数学分析课程中证明了，若场是连续的而且 Z 为可求长的，则此极限存在.它记作 
M^dS). 

B . 场为保守的条件 

定理矢量场 F 为保守的当且仅当它沿路径 MiM 2 之功仅依赖于路径之端点， 
而与其形状无关. 
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证 设场 F 之功与路径无关.这时 


pM 

U(M) = — / (F, dS) 

JMo 


定义为点 M 的函数.容易验证 

„ du 

F =- 

dx ， 

即场为保守的而 c / 是其位能.当然，位能只确定到可加上一个任意选定的常数 

u (M 0 ) • 



图27 —个非势 


反之，设场是保守的而 t / 是其位能.这时容易验证 

广 M 

/ (F,dS)^-U(M) + U(M 0 ). 

JMo 

即是说，功不依赖于路径的形状. 


□ 


场 问题证明矢量场 Fi X2 , F2 = —xi 不是保守的（图 27). 

问题在除去原点的平面上的场 *Fl = X2 /{ x \ + X %)^ F 2 = — X \/{ x \ + X2 ) 是否是保守的? 
证明一个场当且仅当它沿任一闭回路的功为零时才是保守的. 


C . 有心场 

定义 平面五 2 上的矢量场称为以 o 为心的有 心场， 如果它对平面上保持 o 固 
定的运动之群 ® 是不变的. 

问题证明有心场中一切矢量都位于过 o 的射线上，而且矢量场在一点的大小只依赖于此 
点到场的中心的距离. 

考虑在点 o 处无定义的有心场也是有用的. 

例 牛顿场 F = - fc ( r /| r | 3 ) 是有心场,但节问题中的场不是. 

定理 每个有心场都是保守的，而且其位能只依赖于到场的中心的距离 ，[/ = 
U(r). 

证 由上面的问题，可以设 F ( r )^ $( r ) e r , r 是关于 O 的动径， r 是其长，单位 
矢量= r /| r | 是其方向.于是 

尸 A^2 广 r(A/2) 

/ (F.dS)= ^(r)dr, 

J Mi Jr(Mi) 


这个积分显然与路径无关. 口 

问题计算牛顿场的位能. 

注本节中的定义和定理均可直接用于任意维欧氏空间. 

©其中包括反射. 
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§7. 角动量 

我们以后会看到，一个力学问题的方程对某个运动群的不变性总蕴涵着一个守恒律.有心场 
对旋转群是不变的.相应的首次积分称为角动量. 

定义质点（具单位质量）在平面有心场中的运动方程是 

r = 伞 ( r ) e r . 

r 是以场的中心 O 为起点的动径， r 为其长,为其方向.我们规定此平面在有向三 
维欧氏空间内. 

定义单位质量质点关于0点的角 动量是 矢量积 

M = [ r , r ]. 

矢量 M 垂直于此平面并只需一个数 M 即可给岀 ： M = 

Mn，n = [ e l 7 e 2 ] 是法矢量，与 e 2 给出了此平面的有向 
标架（图 28 ). 

注 一般说来，“作用在 r 点”的矢量 a 关于 O 点的矩 
是 [ r , a ]; 例如在中学静力学中讲过力矩.角动量就是动量矩. 

A . 角动量守恒定律 

引理 令 a ， b 为有向欧氏空间 R 3 中随时间变化的矢量.于是 

^[ a ,6] = [ a , b ] + [ a , 6]. 

证由导数定义可知. 口 

定理（角动量守恒定律） 在有心场中的运动，关于中心 O 的动量矩 M 不随时 
间而变. 

证由定义财二卜，/].由引理 ， iVJf =因为场是有心的，由运动方 
程可知 f 与 r 共线，所以 M = 0. □ 

B . 开普勒定律 

角动量守恒定律最早是由开普勒通过观察火星运动而发现的.开普勒对它的陈 
述方式与此稍有不同. 

在我们的平面上引入极坐标 r ， A 极点在中心 0. 在坐标为 （| r | = r ， W 的点 r 
处考虑两个单位 矢量： 其中一个沿着动径，因此 

r = re r , 

另一个为％与它垂直并指向^增加的方向.我们把速度矢量 ★ 用基底〜与％来 
表示（图 29). 
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第二章运动方程的研究 



图29矢量 f 按基底 e r ， ~的分解 



图30面积速度 


引理 有关系式 

r = re T + ripe^. 

证显然， e r 与~均以角速度0旋转，即有 

e r = = —<pe r . 

对等式 r = r ~, 求导即得 

r = re T + re T = re r + □ 

由此知角动量即是 


M = [ r , r ] = [ r , re r ] + [ r , npe , p ] 

=nplr.e^} = 

所以量 r 2 0 守恒.这个量有简单的几何意义. 

开普勒把动径所扫过的面积 S ⑷之变率称为面 积速度 C (图 30): 



dS 

dt 


开普勒通过观察行星运动所发现的定 律说： 在相等时间内，动径扫过的面积相等，所 
以面积速度是 g =常数.这是角动量守恒定律的一种陈述方式.因为 

at 


AS = S(t + At ) - S ( t ) = ~ r 2 <pAt + o ( At \ 


所以面积速度 


c 


dS 

dt 



是单位质点的角动量之半，从而是守恒的. 

例通信卫星（闪电）的轨道是很细长的.由开普勒定律，这样一个卫星绝大部 
分时间停留在其轨道远离中心的部分，因为^之量在那里很小. 
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§8. 在有心力场中的运动的研究 

角动量守恒定律使我们能把有心力场中的运动问题化为一自由度的问题.由此，可以完全决 
定有心力场中的运动. 


A . 化为一维问题 

考虑（质量为 1) 的质点在平面有心力场中的运动: 


au 

dr 


， U = U(r). 


采用极坐标 r ， p 是很自然的. 
由角动量守恒定律，量 M 


州> 2 ⑴为常数（即与 t 无关) 


定理对于单位质量质点在平面有心力场中的运动，质点到中心的距离之变化 
与位能为 _ 


V ( r ) = C /( r ) + 


M 2 

2r2 


的一维问题中 r 的变化方式相同. 


证将第7节中证明了的关系式 = + 微分， 


f = (r — r ( f 2 ) e r + ( 2r(p - f - r ( p ) e ^. 


因为场是有心的，所以 


dU 

dr 


dU 

dr 


因此，极坐标下的运动方程形状为 


rtf ' 


ac / 

dr 


2r(p + r(p 


但由角动量守恒定律 


. M 


M 与 t 无关,而由初始条件决定.所以 


或 f = — # 而 V = W 告 

or r 4 or 2r z 


量 V ( r ) 称为有效位能. 

注在化出的一维问题中总能量 


五 1 = Y + v( r ) 


等于原问题的总能量 


E=-r 2 +U(r), 


这是因为 


M 2 

2r2 
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B . 运动方程的求积 


化出的一维问题总能量守恒.因此， r 对 i 的依赖性可由求积法 得出: 





dt 



dr 

挪 - V(r)) 


因为 0 = M / r 2 , 
法得出. 


J = ^/^2( E - V ( r )) y 从而极坐标下的轨道方程也可用求积 



M/r 2 dr 
^2(E-V(r)) 


C . 轨道的研究 

固定角动量之值为 M . 若画出有效位能 V(r) 的图像（图 31), 就容易看得见 r 
随时间 t 的变化. 

令总能量之值 为五. 相应于给定的丑与 M 的一切轨道均位于 V(r) <五的区 
域内.在此区域的边界上 ，V = 亦即* = 0. 然而动点的速度一般并不为零，因为 
当 M # 0时 0 # 0. 

不等式 V (r) ^ E 在平面上给出一个或几个环形 区域： 

0 < ^min ^ ^ ^ ^*max ^ 

若0 < r min < r max < oo , 运动总是有界的，而且位于半径为 r min 和 r max 的圆周所 
成的环内. 



图31有效位能的图像 图32质点在有心力场中的轨道 

图32上画出了一个轨道的形状.角 f 单调地变化而 r * 则在 r min 与 r max 间周 
期振动 .r = rw n 处的点称为 近心点 . r = r max 处称为 远心点 (若中心为地球则为近 
地点和远 地点； 中心为太阳则为近日点和远 日点； 中心为月亮则为近月点和远月点). 
由中心到远心点或近心点的各射线均为轨道的对称轴. 

轨道通常不是封 闭的： 相邻的近心点与远心点之间的角由以下积分给出 
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^ 厂 max M / r 2 dr 

= X min V2( 五-咧 • 

两个相邻近心点或两个相邻远心点之间的角是其两倍. 

若$与2兀可通约，即若少= 27 r ( m / n ) 而 m 与 n 
为整数,则轨道是封闭的. 

可以证明，若角$与 2 tt 不可通约，则轨道在环中 
处处稠密（图 33). 

若 ^nin = r max , 即若 E 是 V 的一个极小值，环就 
退化为一个圆，轨道也就是它. 

问题对于 a 的哪些值,在位能为 [7 = r a ,-2^ a<oo 的场中沿圆形轨道的运动是李雅 
普诺夫稳定的？ 

答只有 a = 2 时 才是义 

对于稍大于1/的一个极小值的五值，环 r min 彡 r < r max 是很窄的，而轨道接 
近于圆.在相应的一维问题中， r 将在 V 的这个极小点附近振动. 

问题对于接近于半径为『的圆的轨道 求角屯 



图33在环中稠密的轨道 


提示参照下面的节 D 问题 2. 

现在看 r max = 00 的情况 •若 ^ lim ^ U ( r ) = ^ lhn ^ V ( r ) = Uoo < oo , 轨道可能引向 

无穷远处.若初始能量五大于点以有 〖Si ^oo = y /2[ E - Uoo ) 走向无穷 
远处.我们注意到，若 U ( r ) 趋于极限的速度慢于 r _ 2 , 则有效位能 V 将在无穷远处 
是吸引的（这里我们假设位能在无穷远处是吸引的). 

若当 r—O 时 | t /( r )| 的增加不快于 M 2 /2 r 2 , 则 r min > 0而轨道永不能趋向中 
心.然而.若当 r —*•() 时， U ( r ) + ( M 2 /2 r 2 )— - 00 ,则它可能“落进场的中心”.甚至可 
能在有限时间内就落进场的中心（例如在 U ( r ) = -1/ r 3 的场中). 

问题考察总能量等于有效位能 F 的一个局部极大值时轨道的形状. 


D . — 切有界轨道都封闭的有心场 

由下面一连串问题可知，只有在两种情况下，有心场中的一切有界轨道都是封 
闭的，即 

U = ar 2 ，a 彡 0 

以及 

U = — k / r , fc 彡 0. 

问题1证明近心点和远心点间的角度等于位能为 W ( x ) = U ( M / x ) + ( x 2 /2) 的一维力学 
系中振动的半周期. 

_ 

Da ： > 0时轨道的形状是稳定的.这称为轨道稳定.——日译者注 
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提示作代换 a : = JkT / r 给出 





dx 

y/2{E- W) 


问题2求接近于半径为 r 的圆的轨道之角 

答 

企。少 cir = wM/(r 2 y/V^(r)) = 7Ts l /U , /(3U , + rU"). 

问题 3 对 [/ 的哪 些值伞 cir 的大小与 r 无关?” 

答 U ( r ) = ar a (a ^ —2, a / 0) 以及 U { r ) = b log r . 

由此可知少 cir = 兀/^/^^(对数情况对应于 o ： = 0). 例如， 对 a = 2 我们有 $ cir = tt /2, 而 
对 q ： = - 1 我们有少 cir = 7 T . * 

问题4设当 r —> oo 时 ？7( r )—> oo .求 lim 电 ( E , M ). 

E—*oo 

答 tt/2. 

提示作代换$ = yx max 可将少化为 





_ rfy _ 

V ^ iw^W - 




2 


1 


U 


M 


ax 


当 E ^ oo 时我们有 a ; 


max 


y 


min 


yXmay, 

^0, w * 的第二项可以舍去. 


问题 5 令1/(70 = -^:厂 /3 ,0</3<2.求企 0 =11111争. 

E-^ 一 oo 

答 $0 = / □ dx/Vxf 3 - = tt /(2-/?). 注意少 0 不依赖于 M . 

问题 6 求出有有界轨道存在而且全为封闭的所有的有心场. 


答 U = ar 2 或 t / = 一 fc / r . 

解若一切有界轨道都是封闭的，则特别应有企& = 2 tt • ( m / n ) =常数.由问题 3, U = 
ar a (a ^ —2) 或 C 7 = blnr(a = 0). 在这两个情况下均有少 C i r = Tz / y/a + 2. 若 a > 0,则按问 
题4, lim 屯 ( E ， M ) 二 tt /2. 所以 $ cir = tt /2, a = 2. 若 a < 0 ,由问题 5, lim 屯 ( E ， M ) = 

E-^oo E —^►—co 

7 r /(2 + a ). 因此 7 r /(2 + a ) = 7 r /-\/2 + a,a = —1. 在 a : = 0 时，我们可得少 C i r = 7 r / V ^ 与2冗 
不可通约.因此，只有在 V =⑽ 2 或== - k / r 的场中，才可能所有有界轨道都是封闭的.在 
U = ar 2 的场中，所有轨道都是封闭的（为中心在 O 的椭圆，参看第4节例 1). 在场 U = ~ k/r 
中，所有有界轨道也都是封闭的，也都是椭圆，这一点下面就会看到. 


E . 开普勒问题 


这个问题讲的是位能 t / = ~ k/r 的有心场中的运动，因此 V ( r ) = -( k / r ) + 
( M 2 /2 r 2 ) (图 34). 

1) 因为$ = ^{ E y M ), 这时 M 即由 V f { r ) = 0所决定的 r 之值，£； w V ( r ), 因此 $ cir 只是 r * 的 
函数.——日译者注 
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由一般公式 


积分后有 


9 



M / r 2 dr 


y /2( E - V ( r )) 


M k 


= arccos 


r 


M 



2 五 + 


k 2 

M2 


对此式应加一个任意常数.我们设它为 o , 这等价于假设把计算角^的起始点 
取在近心点.引入以下 记号： 


M 2 

丁 



/ 2 EM 2 


现在我们有 w = arccos (( p / r ) - l )/ e , 亦即 


V 

1 + e cos cp 



图34开普勒问题的有效位能 



图35开普勒椭圆 


这就是圆锥截线的焦方程. E <0 时运动是有界的（图 35). 这里 e < 1，即此圆锥截 
线是椭圆. p 称为椭圆的 参数， e 为离 心率. 开普勒由观察火星运行而发现的第一定 
律就是，行星画出椭圆，太阳在其一个焦点上. 

若设行星在有心的引力场中运动，则由开普勒第一定律可得出牛顿的引力定 
律: =： -( fc / r ) (参见上面的 D ). 

参数和离心率与半轴间的关系有公式 

奏 

1 — e 1 + e 1 — e J 


即 



e = c/a = \/ a 2 — 6 2 / a ， c = ae 是中心到焦点的距离（图 35). 
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注具有小离心率的椭圆很近似于圆 ®. 如果焦点到中心的距离是一阶小量，则两半轴之差 
是二阶小量： 6 = avT ^? ie 2 j . 例如，半长轴为10 cm 离心率为 0.1 的椭圆，两半 

轴之差是 0.5 mm , 而焦点到中心的距离是1 cm . 

行星轨道的离心率都很小.因此开普勒原来是这样提出第一定律的；行星沿圆 
周绕太阳运动,但太阳并不在中心上. 

开普勒第二 定律： 面积速度为常数.在任意有心场中这个定律都成立. 

开普勒第三定律说,绕椭圆轨道的周期只依赖于长半轴之大小. 

两行星在不同椭圆轨道上旋转周期平方之比等于其长半轴立方之比 

证用 r 表示旋转周期， s 表示动径在时间 r 内扫过的面积.因为 M /2 即面积 
速度， 2S 1 = MT , 但椭圆面积等于 7ra6, 所以 r 二 2nab/M. 因为由 a = p/(l - e 2 ) 可 
得 

M 2 /k k M 2 1 M 

a = = i = TPT 

所以: T = 27 T ( fc /( V _) 3 ); 但 2| E | = fc / a , 所以 

T = 27 ra 3/2 A ：- 1/2 . □ 


我们要注意，总能量只依赖于轨道的长半轴 a, 所以从半径为 a 的圆到长为 2a 
的线段，这一套椭圆轨道的总能量都相同. 

问题 设卫星在离地300公里处进入圆形轨道时，速度方向比原定 
方向向地偏1、近地点变多少？ 

答 近地点高度要少大约110 km . 

提示 轨道与圆只差二阶小量，将它舍去.因为初始能量有预定值， 
图36 —个接近于圆的半径也有预定值.所以把预定轨道扭转1°即得真轨道（图 36). 

^ 问题 若真速度比原定速度少1 m / s , 近地点变多少？ 

问题 第一宇宙速度 即沿半径接近地球半径的圆形轨道运动的速度.求第一宇宙速度仍之 
大小，并证明仍= v^^i( 参见节 3B). 

答 8.1 km / s . 

问题 ® 宇航员 A * 列昂诺夫在外空行走时把他的电影摄影机镜头盖向地球拋去.取拋掷速 
度为10 m / s , 描述这镜头盖相对于空间船的运动. 

答 镜头盖相对于宇航员大体上作椭圆运动，长半轴约32 km , 短半轴约16 km . 椭圆中心 
将在宇航员轨道前方16 km 处，而绕椭圆旋转周期等于宇宙飞船绕轨道的周期. 



①让一滴荼落在一杯茶中心附近.波就会聚集在对称点处.理由是，由椭圆的焦点定义，由一个 
焦点发出的波会聚集在另一焦点上. 

@这里行星就意味着有心场中的质点. 

③此题引自 V . V . 别列茨基写的有趣的书， V . V . Beletskii [ l ]. 




§8. 在有心力场中的运动的研究 


• 31 • 


提示以宇宙飞船圆形轨道之半径为长度单位，并取时间单位使绕轨道的周期为 2 tt . 我们要 
研究牛顿方程 


接近于圆的解，而 nj = 1，仰= t . 求以下形状的解 

r = r 0 + n，p = po + < pi , ri 《1， v ? i 《 1. 

由解对初始值的可微性定理知，函数 n ⑷和 ^( t ) 适合一组线性微分方程（变分方程)，只 
相差一个高阶小量而以初始偏离为一阶小量. 

将 r 与#的表达式代入牛顿方程,经过简单的计算即得变分方程为 

fi = 3 ri + 2 (^ ， pi = —2 r \. 

按已知初始值 ( n (0) = ^ i ( O ) = (^ i ( O ) = 0, n (0) = -1/800) 解出这些方程后，即得上面给 
的答案. 

舍去二阶小量的效应低于已得结果的 1/800( 即每周10米的数量级).因此,镜头盖每一个半 
小时转一周即一个30 km 的椭圆，在地球的反面赶上宇宙飞船并在距它数十米处赶过它. 

当然，在计算中我们略去了轨道对圆的偏移以及重力以外其他力的效应,等等. 

下面几个问题给出了引力场中轨道为椭圆的另一个例子.它的基础是胡克 （ R . 
Hooke ) 定律与牛顿定律的特殊的对偶性以及茄科夫斯基 ( Zhukovshy ) 函数 

Z + l/z 

n 作者在这里 提出^ 从另一个系度看待牛顿的平方反比律.平方反比律的轨道是圆锥截线，但 
是还有其他的力场其轨道也是圆锥截线.例如胡克定律，写成微分方程后成为 f = - Cr , 如果用 
复数来写，把矢量 r 写成 复数％ 则上述方程成为# = - Cw . 分开实虚部易得其轨道为圆锥截 
线 .C > 0时可得椭圆（即所谓胡克椭圆), C <0 则得双曲线.这些都与牛顿的平方反比律相一致. 
如果把牛顿情况下的矢量写成复数\同时引用另一种时间参数 t ， 则得= - Cj ^. 因此自然 

要问，二者是否有关.在牛顿时代就已知二者是有关的_事实上，只要作变换 Z ( t ) ~ w 2 ( t ) 而且令 
f = k | 2 , 则胡克定律就成了牛顿的平方反比律,而胡克椭圆也就变成了开普勒的椭圆轨道(不妨 
称为牛顿椭圆).在这个意义上我们说二者是对偶的，而上述变换是一种广义的典则变换.下面三 
个问题就是以很初等的形式给出了这个理论的主要内容.由于它是很初等的，不少人建议列入复 
分析教材. 

本书作者写了另~'本书 V . I . Arnold , Huygens and Barrow , Newton and Hooke , Birkhauser , Boston , 
1990. 其中有一个附录讲本书作者如何用另一个方法来得出与解释平方反比律. 

由于本书不易得到，有兴趣的读者可以在网上 査到： 

R . W , Hall and K . Joric , Planetary motion and the duality of force laws，Review of SIAM ， Vol . 47, 
NO . 1， 2000. 115 〜 124 ( epubs . siam . org / sam - bin / getfile / SIREV / articles /34600. pdf ) 

上面的三个问题之解全在其中. 

这个问题在理论物理中很有意义.可参看 

J . Baez , Mysteries of the gravitational 2 -body problem , ( math . ucr . edu / home / baez / graritational . 
html ). 


中译者注 
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问题 1 证明： 中心在复平面的0点的胡克椭圆当求复数平方后变成（焦点在0点的）牛 


顿椭圆. 
解 

顿椭 BK 


若 H 二丑 > 1，则 2 i 跑过焦点为土2的胡克橢圆.所以 w 2 ^ z 2 + 


^ +2跑过牛 


问题 2 证明： 点在幂为 a 的力场中的轨道，在求适当的 a 次幂后变为点 w = #在幂为 
A 的力场中的轨道，这里 （a + 3 )(A + 3) = 4, a = (a + 3)/2. 

特别是，当 a = 1时（即胡克定律）可得 A ^-2 (牛顿引力定律 )， a = 2. 连同问题1这就 
证明了轨道的椭圆性.也可以得出双曲线与拋物线轨道. 


问题 3设引力与到中心距离的任意 A 次幂成正比，则在这个场中，必有这样的运动轨道, 
可以通过将复平面中（不经过中心 z = 0) 的直线求 a 次幂而得出. 

解 零场可以认为是有任意幂 a 的场.所以只需应用问题2即可. 

当 A = -2 时可以得到拋物线轨道^ - (1 + iyf . 在一般情况下则可得到轨道 r = 
sec Q (^/a), 它们相应于拋物线——即幂为 A = 2/a - 3的“中立”轨道. 

当 a = — 5时有乂 = -5， a 二 1. 中立轨道成为经过原点的圆.由此可得牛顿定理 如下： 设有 
心场中的力反比于到中心距离的 5 次方，则在此场的运动轨道中，必有经过中心的圆. 

作共线变换 w ( z ), 即可把势为 U ( z ) = \ dw / dz \ 2 的场中的运动轨道变为势为 V ( w ) = 
— \ dz / dw \ 2 的场中的轨道. 


§9. 三维空间中质点的运动 

在本节中我们要定义关于一个轴的角动量，并且证明在轴对称场中的运动，它是守恒的. 
关于平面运动所得到的一切结果，都很容易移到空间运动中来. 

A . 保守场 

考虑保守场中的运动 

.. dU 


其中 U = U ( r ), reE 3 . 

能量守恒定律仍 成立： 

— =0, 其中五 =^ 2 + /7( r ). 

at L 


B . 有心场 

对于有心场中的运动， 仍有角动量守恒定律 ，即 M =[ r , r ] 不变： 帶 = 0 . 
每个有心场都是保守的（证明与二维情况相同)，而且 

= [ 弋於 ]+ [r^r] = 0 . 

这是由于 f = —{ dU / dry 而因为场是有心的，所以紫与 r 共线. 




§10. n 质点力学系的运动 
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系 在有心场中的运动，其轨道总是平面曲线. 

证 （ M , r ) = ([ r , f ], r ) = 0; 所以 r ⑷丄 M , 又因 M =常数，所有轨道都位于垂 
直于 M 的平面上®. 

因此三维空间有心场的轨道的研究化为前节中研究过的平面问题. □ 

问题研究 n 维欧氏空间中有心场中的运动. 

C . 轴对称场 

定义若 E 3 中一个矢量场对一个旋转群不变，而且这些旋转使某轴上各点不 
动，则称为具有轴对称. 

问题 证明若一个场是轴对称而且保守的，则其中的位能形如是柱坐标. 
特别是由此可知，场中的矢量均位于过2轴的平面中. 

可取旋转体产生的引力场作为这种场的例子. 

令轴为^轴，由三维欧氏 空间五 3 中的矢量规定其 指向 ； F 
为欧氏线性空间 1 R 3 中一个矢量； O 是 z 轴上 一点； r = x -0 eR 3 
为点相对于 O 的动径（图 37). 

定义 作用在点 r 的矢量 F 相对于^轴的矩即该矢量 F 

对此轴上某点的矩在 z 轴上的 投影： 

M z = { e z ,[ v , F \). 

数之大小并不依赖于 z 轴上 O 点的选取.事实上,若考虑 
轴上的 0' 点，由混合积的性质 1 \ 

= ( e ZJ [ r \ F }) = ([ e 2 , 〆 ]， F ) = ([ e 2 , r ], F ) = M 2 . 

注依赖于 2 ： 轴上指向的选择:若把改成 -6,财 2 将要变号. 

定理 在对％轴为轴对称的保守场中的运动，速度关于^轴之矩守恒. 

证 M 2 = ( e 2 , [ r , r ]). 因为 f = 所以 r 与 f 位于过 z 轴的同一平面内，而因 
此卜»与垂直. 

所以 

M z = ( e 2 , [ r , r ]) + ( e 2 , [ r , r ]) = 0. □ 

注对任意力场，只要 F 在 r 与^所张的平面内，这个证明总是适用的. 

§10. n 质点力学系的运动 

我们将在本节中证明对于五 3 中的质点组也有能量、动量和角动量的守恒性. 

① m = o 的情况留给读者. 

对于 A W 是轮换对称的.——日译者注 



图37矢量 F 
对一轴的矩 
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A . 内力和外力 

质量为动径为 n e 五 3 的 n 质点力学系的牛顿运动方程是 

rriiVi — Fi, % — 1 ， 2 , •… ， n. 

矢量 R 称为作 用在第 i 个质点上的力. 

力巧 要由实验确定.我们时常在一个力学系中看到， 
i %%. ^1^3 对于两个质点，这些力大小相等，作用在两点连线上而方向 

相反（图 38). 

图 38 相互作用力 这种力称为相互作用力 (例： 万有引力) • 

如果作用于一力学系的一点上的力都是相互作用力,这个力学系称为 封闭的 •由 
定义，作用在一封闭系之第 i 个质点上的力是 

n 

j = l 
J •卢 

力 Fij 就是第）质点作用在第 i 质点上的力- 

因为力与是相反的= - Fji ), 我们可以把它们写成= fijCij , 
fij = fji 是力的大小，是由第 i 点到第 j 点的方向上之单位矢量. 

若此力学系不封闭，时常可将作用于其上的力写成 

Fi = EFjj - f - F [, 

F tj 是相互作用力而 FKn ) 是所谓外力. 

例 （图 39). 把一个封闭力学系分为两部分 I 和 II . 作用在力学系 I 之第 i 个质 
点上的力巧是由力学系 I 内部各点之相互作用力和力学系 II 的各质点作用在第 i 
质点上之力所决定的，即 

Fl 相对于力学系 I 是外力. 



图39内力和外力 
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B . 动置守恒定律 

定义 力学系的动量即矢量 

m 

P = y ] miri . 

i=l 

定理 一力学系动量的变率等于作用于其各点上外力之和. 

证 dP/dt = X ] = S -Pi = ^ 5 K 这是因为，由 = 

1=1 1=1 t y J % % 

-■ F # 有 E Fij = 0. 口 

系 1 封闭系统的动量守恒. 

系 2若作用于一力学系之外力的和垂直于 X 轴，则动量在： T 轴上的投影巧 
守恒 ，即巧 =常数. 

定义 力学系的质心即点 


r = TmiTi/T/mi. 

问题 证明质心是确定的，即不依赖于动径的参照点的选择. 

力学系的动量等于位于质心而质量为 Erm 的质点的动量. 

事实上， ( Emj)r = 由此有 ( Smi)r = 

现在可以把关于动量的定理表述为关于质心运动的定理. 

定理 质心的运动相同于全部质量和外力均集中于它所得的运动. 

证 ( Smi)r = P , 所以 ( Smi)r = dP/dt — ^ Fi ， □ 

9 

I 

系 若一力学系是封闭的，其质心作勾速直线运动. 

C . 角动置守恒 

定义 质量为 m 的质点相对于点 0 的角动 量即其动量矢量关于 O 点 之矩： 


M = [r y mr]. 


力学系关于 O 的角动量 即其中各质点角动量之和: 


M = y^Jri.rriiri]. 


定理力学系角动量之变率等于作用于其各质点上之外力力矩 1〕 之和. 

证 f = f :\ rumiri ) + 第一项等于0,第二项由牛顿运动方程 

i —\ i=l 

等于 


0力矩英语中也叫做 torque . 一 英译者注 
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= 

i=l 

两相互作用力力矩之和为0,因为故 

[ri^Fij] + [rj.Fji] = [(ri - r^.Fij] = 0 . 

因此，一切相互作用力力矩之和为0: 

巧]= 0. 

i=l 

mVXdM/dt=f ： [r u F{}. □ 

i=l 

系 1( 角动置守恒定律） 若一力学系是封闭的，则 M = 常数. 

我们记外力力矩之和为 iv = Eln ,^]. 于是由上面之定理 dM/dt = N ， 由此 

i=l 

又有 

系 2若外力相对于2轴之矩为0,则 m 2 为常数. 

D . 能置守 恒定律 

定义 质量为 m 的质点之动能为 

T = mr 2 /2. 


J2i r ^ F i\ = Y, 


Ti , 





定义 质点组之动 能为各点动能 之和： 

r = f > A 2 /2, 

i=l 


TTH 为该质点之质量, h 为其速度. 

定理 力学系动能的增量等于作用于其各点上的力所作的功之和. 

vt n 

菩=^爪狀，— i ) = ^(ri,rriiri) = ^(rj.Fj). 

z=l i=l i=l 


所以 


r ⑷一 T(t 0 )= 



五 3 中 n 个质点的力学系的构形空间是 n 个欧氏空间的 直积 : £； 3n = … xE 3 . 

它也有欧氏空间的构造. 
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令 r = ( n , •…， r „) 为构形空间中一点的动径 ， F ：= ( F ； l ， _ . • , F n ) 是力矢量•可 
将以上定理写成 

广 r (* i ) Ati 

T(ii)-T(i 0 )= / [F ， dr) 二 (r,F)dt. 

^ r ( t 0 ) Jto 

换 言之: 动能的增量等于构形空间中的“力” P 沿“路径” r ⑴所作的功. 

定义力学系称为保守的，若其中的力只依赖于此力学系中一点的位置 （F = 
F ( r )), 而且 F 沿任一路径之功只依赖于路径的起点与终点： 

rM 2 

/ (F 1 dr) = ^(M u M 2 ). 

JMi 

定理力学系是保守系的充分必要条件是其中存在位能，即存在一函数 t /( r ) 使 

F=-dU{r)/dr. 


证参照节 6 B . □ 

定理保守系的总能量 （五 = T + t /) 在运动中 守恒： E ( t 1 ) = E ( t 0 ). 

证由上面已证的可知 

Tih ) - T ( to ) = / ( F , dr )= U ( r ( to )) - □ 

^ r ( t 0 ) 

把作用在一个力学系上各点的力分为相互作用力和外力 •• 


Fi = J2Fij+Fi 


3 ^ 里 Fij = 一 Fji = • 

命题若相互作用力只依赖于距离，则这些力是保守的. 
证若一力学系中只有两点 i 和 j ， 容易看到相互作用位能由以下公式给出 



ri 


Uij(r) = - I fij { p ) dp . 

Tq 


于是我们有 


dUij(\rj - rj\) 
dri 


fij 


d\rj - Vj 
dri 


fij e ij 


因此所有点的相互作用位能为 


U{r) = J2u ij (\r i -r j \). 


□ 
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若外力也是保守的，即有 g = —( dui / d ri ), 则此力学系是保守的，而其总位 

能为 

i>j i 


对这样一个力学系，总的机械能 




是守恒的. 

若力学系不是保守的，则总机械能一般不守恒. 

定义 机械能的减少量 E ( t Q ) — E { t x ) 称为非机械能五'的增加量 

E f ( h ) - E f ( to ) = E ( t 0 ) - E ( h ). 

定理（能量守恒定律） 总能量 H = E + E f 守恒. 

这定理是以上定义的明显推论.它的价值在于，在具体的物理系统中，可以找到 
非机械能的大小用其他物理量（温度等）描述的表达式. 


E . 例： 二体问题 


设有质量为 m ； t 和 m 2 的两质点相互作用，其位能为/7,因此,运动方程的形状 


是 


m\r\ 


du 

dri 


dU 
dr 


2 


jU = U(\ri - V2 \) 


定理 二体问题中 r = r 2 - r ! 随时间变化的方式与一个质量为 m 
( mi 4- m 2 ) 的质点在位能为 C /(| r |) 的场中之运动一样. 


ra\m2 / 


我们用 r <) 表 7 TC 质心的动径 ： ro = (miri + m 2 r 2 )/(mi 
m 2 ). 由动量守恒原理，点 r Q 作匀速直线运动. 

现在看矢量 r = n - r 2 .用 m2 乘第一个运动方程.用 
mi 乘第二个，相减即有 m ^ Tfi^r = -(mi + m 2 ) - ( dU / dr ), 其 

特别是在牛顿引力问题的情况下，这两个质点分别描出 
一圆锥截线，它们有一个公共的焦点即两点的质心（图 40). 

问题决定地心绕地球和月球之公共质心所描出的椭圆之长半轴.质心在地球之内还是在其 
外？（月球质量是地球质量的 1 / 81 .) 



P 称为换算质量. 


日译者注 
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§ ii . 相似性方法 

应用相似性和量纲方法，有时可以不必解出运动方程而仅由其形状即可得到重要的信息.这 
些方法的主要思想是作比例尺（关于时间、长度、质量等等）的变化而使运动方程形状不变。 

A . 例子 

令 r ⑷满足方程 m {( fr / dt 2 ) = —( dU / dr ). 我们取 h = at , mi = a 2 m , 则 r ( ii ) 
适合方程 mi ( d 2 r / dtl ) = -( dU / dr ). 换言之，有： 

若质点的质量减少到四分之一，则质点在同一力场中沿同 一 轨道快二倍运动 ®. 

B . —个问题 

设一有心场的位能是〃次齐次函数，即有 

U ( ar ) = a u U ( r ), 对任意 o ； > 0. 

证明若曲线 7 是一个运动的轨道，则以 r =0为中心的位似于它的曲线 a 7 也 
是一个轨道（在适当初始条件下).定出绕这些轨道循环时间的比.由此导出摆的振 
动卜 = 2) 的等时性和开普勒第三 定律卜 = -1). 

问题若一行星半径 a 倍于地球半径,而质量为/?倍，求重力加速度之比及其第一、第二宇 
宙速度与地球相应量之比. 

答 7 = /3 a -2 , 5 = y / P / a . 

例如对于月球 a = 1/3.7, 0 = 1/81,因此月球上之重力加速度大约为地球上的 1/6(7 a 1/6), 
而宇宙速度大约为地球的宇宙速度的1/505 « 1/4.7). 

问题 ® 沙漠上的动物必须能跑完两个水源之间的距离.这个动物能跑的最长时间怎样依赖 
于动物的大小 L ? 

答正比于 L . 

解 动物贮水量正比于身体体积即 L 3 ; 水的蒸发量正比于其表面积 L 2 . 所以能在两水源之 
间跑的最长时间正比于 L . 

我们还可看到，动物所能跑过的最大距离也正比于 L (参照下题). 

问题 ® 动物在平地上与上坡时的跑动速度怎样依赖于动物的大小 L ? 

答在平 地上〜 L D ， 上 坡时〜 L ~ l . 

解 动物所能发出的功率正比于 L 2 (其中肌肉所耗用的百分比是恒定的，大约25%,其余 
75%转化 为热； 热的散出正比于身体表面积 L 2 , 这意味着有效功率正比于 L 2 ). 

① 这里我们假设 t / 不依赖于 m , 在引力场中,位能 C / 正比于 m ， 因而加速度不依赖于动点的质 
量 m . 

② 引自 J . M Smith ,[1]. 

③ 同®. 
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空气阻力正比于速度平方和横截面面积，所以用于克服它的功率正比于 pW 所以 v z L 2 ~ 
L 2 , v ^ L °. 所以兔子在平地上跑动的速度并不比马慢,实际上不显著地依赖于其大小. 

上坡所需功率是 mgv^ L 3 v; 由于发出的 功率〜 L 2 , 我们得到 i ; 〜 事实是，狗很容易 
上坡，而马则要放慢步伐. 

问题① 动物能跳的高度怎样依赖于其大小？ 

答 〜 L ' 

解 要跳过高度/ I 需要能量正比于 L 3 h , 肌肉力 F 作的功正比于 FL . 力 F 正比于 L 2 (因 
为骨骼强度正比于其断面).所以〜 L 2 L , 即所跳高度不依赖于动物大小.事实上，跳鼠 1 >和 
袋鼠能跳过大体相同的髙度. 


①引自 J . M , Smith ,[1]- 

n 产于非洲沙漠中，善跳跃. 


中译者注 



第二部分 
拉格朗日力学 



拉格朗日力学用构形空间来描述力学系的运动.力学系的构形空间具有微分流 
形构造，而微分同胚群作用于其上.拉格朗日力学的基本概念和定理在此群 ® 下不 
变，即令用局部坐标表示也是这样. 

一 个拉格朗日力学系由一流形（“构形空间和其切丛上一个函数（“拉格朗日 
函数”）给出. 

构形空间的每一个单参数微分同胚群，若使拉格朗日函数不变，就给出一个守 
恒律（即运动方程的一个首次积分). 

牛顿有势力学系 1 >是拉格朗日力学系的特例（构形空间这时是欧氏空间，而拉格 
朗日函数即动能与位能之差). 

拉格朗日的观点使我们能完全地解决一系列重要的力学问题，包括小振动理论 
和刚体动力学中的问题. 


①甚至在一些涉及时间的更大的群下也不变. 
D 即指有位能的力学系.——中译者注 



第三章变分原理 


我们将在本章中证明，牛顿有势力学系的运动是一个变分原理 “ 哈密顿最小作 
用原理”中的驻定曲线. 

这一事实有许多重要推论，包括写出曲线坐标系下运动方程的一种快速方法，还 
有一系列定性的推论——如一个关于回归到初始点附近的定理. 

我们将在本章中使用 n 维坐标空间.在这空间中，一个矢量即一个数组 a ; = 
(3：1,… ， T n ). 类似地，句7加意味着 ... ， df / dxn ), 而 ( a ，6) = ai 6 i +.. .+ a n b n . 

§12. 变分法 

下面我们会用到变分法中的一些事实.更详尽的叙述可以在以下各书中 找到: M.A. 拉夫连季 
耶夫和 L.A. 柳斯捷尔尼克 [1] 以及 G.E. 希洛夫 [1] 义 

变分法是讨论函数的极值的，但这些函数的定义域是一个无限维 空间： 曲线的 
空间.这种函数叫做泛函. 

欧氏平面中曲线的长是泛函的一个 例子： 如果 7 = UW ); 

rt\ 

x = x ( t ), to 彡 t < <i }， 则 $(7) = / \/l + x 2 dt . 

一 般地说，泛函就是从曲线空 € 到实数集的任意一个映射. 

考虑 7 的一个“近似 W = {(t ： c);:r = a: ⑷ + 九⑷}.我 
们将把它记作 7 ' = 7 +九.考虑少的增量少 (7 + h )- 少 ( 7 )( 图 
41 ). 

_ 1) 第一本书第二版，有中 译本： 王梓坤等译.变分学教程. 北京： 高等教育出版社，1955;第二本 
书也有中译本：董延阊等译.数学分析专门教程. 北京： 高等教育出版社， 1965. ——中译者注 



t 0 I] 

图41曲线的变分 
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A . 变分 


第三章变分原理 


定义 一 个泛函 0 如果有少 (7 + h )~ 少 ( 7 ) = F + i ?, 其中 F 线性依赖于 / i ( 即 
对固定的 7 , F { h x + h 2 ) = F (/ n ) + F (/ i 2 , ） 且 F ( ch ) = cF ⑻) ，而 R ( hn ) 二 0(/ i 2 )， 即 
指当 ㈨ < e ， If I < e 时 | ii | < Ce 2 , 我们说少是可 微的. 增量的线性部分 F ( h ) 称为 
其 微分. 

可以证明，若少是可微的，则其微分是唯一的.泛函的微分又称为其 变分， / I 则 
称为 曲线的变分. 

. _ fjrp 

例 令7 = {( t , x ) : x = x ( t),to < f < ti } 是 ( t , x ) 平面上的曲线； x = — 

L ( a ， b ， c ) 是其三个变元的可微函数.我们定义一个泛函$ 如下： 

^( 7 ) = [ L ( x ( t )，±( t )， t ) dt . 

Jt 0 


例如，在 l = 的情况下，我们得到7的长度. 

定理 泛函伞 ( 7 ) = 汾是可微的，其微分是 

^ to 


F ( h ) 



tl 


to 


dL_±dL 

dx dt dx 


r\ j 


tl 


to 


证 


少 (7 + ^) — ^( 7 ) 



ti 


to 


♦ 

L(x + / i , x + / i , i ) — L ( x ^ x ^ t ) 


dt 



ti 


[ dL k + d ^h 


to 


dx 


dx 


dt + 0 ( h 2 ) = F { h ) + R , 


这里 

分部积分即得 




~hdt 

OX 



h 


A 

dt 



dt + h 


dL 

dx 




to 


□ 


B . 驻定曲线 

定义 可微泛函 ^(7) 的驻定曲线7即使得对一切九均有 F ( h n )=0 的曲线. 
(这和以下事实完全 一样： 若一函数在某点的微分为零，则该点为其驻点). 

r f i 

定理 曲线 7 : z = x ( t ) 是泛函 企 ⑸=/ L ( x ^ x J t ) dt 在过 x ( to ) = X 。 与 

j to 

x ( t l )= x 1 两点的曲线之空间的驻定曲线，当且仅当沿曲线 x ( t ), ^(^)-^ = 0 . 

at \ ox J ox 
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引理 若连续函数对一切适合 h ( t 0 ) = = 0的连续函数① 

h ( t ) 均有/ /⑷ " ⑷汾= 0 ,则/⑴三 0. 

Jto 

引理的证明 设对某 r ， t 0 < t * < h 有 f ( t *) > o .因 

f 连续，则在 r 的某邻域 A : to < t *- d < t < r + d<h 

中/⑷> C .令⑴是这样 的：在 A 之外/ I ⑷= 0,在 

A 内 h ( t ) > 0 而在 A /2 中 （即 对适合 r ~ f t < r + f 

广 1 

的⑷ =1/2. 于是显然有 / f ( t ) h ( t)dt ^ dc > 0( 图 

42 ). 这矛盾说明对于一切 t ^ t Q <r < = 0 . □ 

定理的证明 由上一段的定理， 


h 



2 


图42函数/ I 的作法 



因为 h ( to ) = h ( t \) = 0,所以后面一 •项 为零.若7是一'驻定曲线，则对适合 / i ( to ) — 
h { h ) = 0 的一切连续可微的 h ， F ( h ) = 0. 因此对一切如上的 h ( t ), 


这里 



故由引理/⑴三 反之，若 f ( t ) 三 0. 显然有 F ( h ) = 0. 
例 我们验证一下长度的驻定曲线是直线. 


□ 



C . 欧拉-拉格朗日方程 
定义 方程 

d _ (QL 
dt 

称为泛函 屯 = f L ( x , x , t)dt 的欧拉-拉格朗日方程. 

Jto 

①仅需考虑无穷可微函数/1的即可. 

”见上面脚注①.——中译者注 
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第三章变分原理 


今设 a ; 是 n 维坐标空间 R n 的一矢量 ，7 = = x ( t),to < f 彡 ii } 是 

n + 1 维空间 RxR n 中的一条曲线， L : R x R n x M n ^ M 是一个 2 n + 1 个变量的 
函数.我们将和前面一样证明 

定理 曲线7是泛函 ^( t ) — / L ( x , x , t)dt 在连结点 （ to ，： co ) 与的曲 

线之空间中的驻定曲线当且仅当 7 备满足欧拉-拉格朗日方程. 

这是一组 n 个二阶方程，其解依赖于 2 n 个任意常数.由 2 n 个条件 x ( t 0 ) = 
x 0 , x { ti ) = XI 来决定它们 • 

问题举一些有若干驻定曲线连结两点的例子，以及不存在驻定曲线连结两点的例子. 

D . — 个重要的说明 

曲线7为某个泛函的驻定曲线这一性质与坐标系的选取无关. 

例如，同一泛函——曲线之长——在笛卡儿坐标系与极坐标系中有不同的 表示： 

^cart = [ v / i ? + x \ dt , ^poi = f r 2 r 2 ( f 2 dt . 

Jt 0 Jt 0 

驻定曲线是相同的——平面上的直线.在笛卡儿坐标和极坐标下，直线方程由不同的函数 给出: 
xi = X2 = X2 { t ) 以及 r = r ( t ), (p = 

然而它们及其他函数都适合欧拉格朗日方程 

£dL _ dL _ 0 
dt dx dx ， 

只不在刖"情况下 1 3 >cart = 3-1) ^2 ?而 Lca.it ~~ \ J ~h X2 ，而在后■情况下 , iCpol ~ -^pol ~ 
\/r 2 4- r 2 ip 2 . 

这样我们就很容易写出这族直线在任意坐标下的微分方程. 

问题求平面极坐标系下一切直线所成的直线族的微分方程. 

§13. 拉格朗日方程组 

这里我们要给出一个变分原理，其驻定曲线即有势力学系的牛顿运动方程的解. 

我们将把牛顿动力学方程 


与欧拉-拉格朗日方程 


X 



d _ dL _ _ dL 

dt dx dx 



⑴ 


相比较. 
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A . 哈密顿最小作用原理 

定理 力学系 （1) 的运动即以下泛函的驻定曲线 

^( 7 ) = [ Ldt, 

Jto 


其中 L = T - J 7 是动能与位能之差. 

证 因 t / = (7( r),r = Sm 么 2 /2, 有 


dL dT . dL dU 

df i = W i ^ miru = 


□ 


系令 （&，••• ，奶 n ) 是 n 质点力学系之构形空间中的任意坐标 • g 随时间的演 
化服从欧拉-拉格朗日方程 


d 

dt 



dL 

飞 


0 , 


这里 L = T - U . 


证 由定理， 运动应为泛 m jLdt 之驻定曲线.因此,在任意坐标系中都要满足 
该坐标系下的欧拉-拉格朗日方程. 口 

定义 我们在力学中采用以下 名词： L ( q , q , t ) = 了 - [/ 称为拉 格朗曰 函数 ，仿称 

f)T f)T fti 

为广义坐标，么称为广义 速度， 策二 TH 称为广义 动量， g 称为广义力，/ L { qA , 
t ) dt 称为作 用量， ( d ( dL / dqi )/ dt ) - ( dL / d Qi ) = 0称为拉 格朗曰方程组. ° 

上面的定理称为“最小作用原理的哈密顿形式”，因为在许多情况下，解9⑷不 
只是作用量 L 冶的驻定曲线，而且使之达到最小值. 

Jt 0 


B . 最简单的例 

例1 对于 E 3 中的自由质点有 


2 

在笛卡儿坐标屮= n 下，我们有 _L = m(ql +诘+ qi )/2. 

这时,广义速度即速度矢量分量，广义动量仍=即动量矢量分量,拉格朗曰 
方程组即牛顿方程组 dp/dt = 0. 驻定曲线为直线.由哈密顿 y 原理，直线不仅最短（即 

长度广 Jql^Ql + qldt 之驻定曲线)，而且也是作用量广(於+^+ ql ) dt 之驻定 
Jto V Jt 0 

曲线. 

问题 证明这个驻定值也是最小值. 
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第三章变分原理 


例2 我们用极坐标 gi ~ r , q2 = ( f , 考 虑有心力场中的平面运动.由 f = re r + 
可知动能 T = ^ mr 2 = ^ m ( r 2 + r 2 ^ 2 ), 而拉格朗日函数 L ( q , q ) = T ( q , q ) - 
U ( q),U = U ( qi ). 

广义动量为 p = dL / dq , g[l 

Pi = mf, P2 = mr 2 (p. 

第一个拉格朗日方程九 = dL/dqj 

-2 dU 

mr — mnp —— —. 

or 


我们已在节 8 中得出过它了. 

因为 L 中不出现奶= A 我们有 dL / dq 2 - 0. 因此第二个拉格朗日方程是 
p 2 = 0, p 2 - 常数. 这正是角动量守恒定律. 

一般地说，若场不是有心场= U ( r 屢 我们得到^ = - dU / dip . 

这个方程可以重写为 d { M , e z )/dt == N = ([ r , F ], e 2 ),F = - dU / dr , (即关 
于 2 轴的动量矩的变化率等于力 P 关于2轴之矩 .） 

事实上我们有 

dU = ( dU / dr)dr ( dU / dip)dip = — ( J 1 , dr ) = —( F , e r )dr — r (_ F , e ^ dip ; 

所以 

-dll/d^p^riF^e^) = r([e r ,F],e z ) = ([r,F},e z ). 

这个例子启示我们把角动量守恒定律推广如下. 

定义 不进入拉格朗日函数 L 的坐标仿(即使|^=0 的坐标称 为循环 
坐标. 

定理 对应于循环坐标的广义动量 守恒： Pi = 常数. 

证 由拉格朗日方程组， dpi/dt = dL/dqi = 0. □ 

§14. 勒让德变换 

勒让德变换是一个很有用的数学 工具： 它把一个矢量空间上的函数变成其对偶空间上的函数. 
勒让德变换与代数几何中的投影对偶性和切线坐标以及分析中的对偶巴拿赫空间的构造都有关. 
在物理学中（例如在热力学量的定义中）时常会遇到它们. 

A . 定义 

令 y = /(工）是一凸函数, >0. 

i ) 这里 = m [ r , f *]. 所以 （ iVf , e 2 ) = m ([ e 2 , r ], r ) = m ( re ^, r ) = mr 2 ( p . (参照节 9 B ). —中译 

者注 


§14. 勒让德变换 
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函数/的勒让德变换是一个新变量 p 的函数^作法如下 
(图 43) •在平面上作/的图像.设给定考虑直线 y =碑. 
取使得曲线在铅直方向上离此直线最远之点 ；r = x ( p ): 对每个 
p 鼠函数 辦 - f ( x ) = F ( P , 岣在 a: = x(p) 时对 x 有最大值.现 
定义= F ( p , x ( p )). 

点: r ⑼是由驻定条件 dF/dx = 0即 p = f ( x ) 决定的.因 
为/为凸，它是唯一的 



问题证明当/定义在整个 z 轴上时, y 的定义域可能是一点， 一 个闭区间或半射线.证明 
如果/定义在一个闭区间上，则 p 定义在整个 p 轴上. 


B . 例子 

例 1 令 /⑷= a : 2 .则 F(p ， x) = px — x 2 ， x ( p ) = ^ p , ff ( p ) = ^p 2 . 

例 2 令 f(x) = m ; r 2 /2 .则 g(p) — p 2 /2m. 

例 3 令 f(x) = ; r a / a •则 〆 p ) = 〆 //?，这里 (1/ a ) + (l/P) = l(a > 1,/? > 1). 
例 4 令/ ㈤ 为一凸折线.这时 〆 p ) 也是凸折线，/⑷之顶点对应于 g ( p ) 之 
边,/(4之边则对应于 〆 p ) 之顶点.例如图44中画的角在勒让德变换下变成线段. 



图44将角变为线段的勒让德变换 


C . 对合性 

考虑一个可以微分任意次的函数/且 /"(X) > 0. 容易验证,勒让德变换变凸函 
数为凸函数.所以我们可以再次作勒让德变换. 

定理 勒让德变换是对合的，即再次施行可得恒等变 换：若 /在勒让德变换下 
变 为仏则 p 之勒让德变换即是 /. 

证为了对 g 就变量 p 施行勒让德变换，由定义必须取一个新变量 (仍记为 x ) 
并作函数 

然后求使 G 达到最大值的点 p ( z ) : 

♦ 

dG/dp = 0,即 〆 ( p ) = x . 

①当然要它存在才行. 
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第三章变分原理 


于是 P ⑻的勒让德变换将是 x 的函数 G ( x , p ( x )). 

我们来证明 G ( x , p ( x )) = f ( x ). 为此要注意对 G ( x , p ) = xp ~ 
g ( p ) 有一 个简单的几何解释 •. 它是 /( a ：) 的图像的切线在横坐标 
: r 处的纵坐标而此切线之斜率为以图 45). 对固定的 p ， 函数 
G ( x , p ) ^ x 的线性函数，而且 dG/dx = p , 而当 a : = 时，由 

g { p ) 的定义 G { x , p ) = xp ~ g ( p ) = f ( x ). 

现在固定 X = Xo 而让 p 变化. G ( x , p ) 之值将是直线 X = x 0 
与 /( o ；) 的具有各个不同斜率 p 的切线之交点的纵坐标.由图像 
的凸性可知，所有这些切线都在/(岣图像的下方，因此 G ( x iP ) 
对于固定的 x ( po ) 的最大值等于 /($)( 而且在 P = p ( x 0 ) = f ( xo ) 

, □ 

系① 考虑一族直线 y = 邱― g { p ). 则其包络的方程是 y == f { x ), f ^ g 的勒让 
德变换. 

D . 杨氏不等式 

定义 两个互为勒让德变换的函数 f 与 g 称为在杨 ( Young ) 的意义下对偶. 

由勒让德变换之定义， F ( x , p ) = px - f ( x ) 对任意 : r 和 p 不大于 g ( p ). 由此即 
有杨氏不等式 



处达到). 


px < f { x )^ g ( p ). 


例1 若/⑻ 

1 9 1 9 

< 2 X + 2 P ' 


2 


; r 2 , 则 5 ⑻ 


2 


P 2 , 即得熟知的不 等式： 对一切 x 和 p 有 


例 2若 /( x ) = : rVa , 则= 〆 //?,且 ( l / a ) + ( 1 / 7 ?) = 1 ,则得杨氏不等式: 


对一 U ， p > 0 ， a > l ，/?> l4 + ^ 


1 有 

a p 


E . 多变量情况 

现在令 f(x) 是矢量变元 x = (xi ， ... ， x n ) 的凸函数（即二次型 ((d 2 f/dx 2 )dx ， 
dx) 为正定).这时勒让德变换是矢量变元 p = 的函数 g(p), 定义为 

g ( p ) = F(p, x(p)) = max x F(p J x), 

这里 F{p,x) = {p,x)- f(x),p = df/dx. 

前面的全部论证,包括杨氏不等式都可以不加改动地照搬到这种情况. 


® 容易看到,这就是克莱罗方程的理论. 
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问题令/ : M 为凸函数 . 为对偶空间，证明上面 
的公式完全地定义了一个线性映射 g : R n * M (只要当 a 遍取 R " 
时线性形式 d / U 遍取 M 71 *). 

问题令/为二次型 f(x) = Ef^XiXj. 证明其勒让德变换仍 
为一个二次型 g ( p ) = ^ g i 3 pip 3 , 二 者在相应点之值相等(图 46): 

f(x(p)) - g(p), g(p(x)) = f(x). 



§15. 哈密顿方程组 


拉格朗日二阶微分方程组可以用勒让德变换变为非常对称的 2 n 个一阶方程的方程组，称为 
哈密顿方程组(或典则方程组). 


A . 拉格朗日方程组和哈密顿方程组的等价性 

我们考虑拉格朗日方程组 f = dLjdq 、 这里 p = dL / dq , 拉格朗日函数是已知 
的 L : ET x ST x 1R — 民我们设它对第二组变量$是凸的 

定理拉格朗日方程组等价于 2 n 个一阶方程的方程组（哈密顿方程组） 


p = —dH/dq, q — dH/dp, 

H(p ， q ， t) =pq- L(q,q,t) 是拉格朗日函数作为 $ 之函数的勒让德变换. 

证由定义， L ( q , q , t ) 对于4的勒让德变换是函数 H ( p ) = pq - L ⑷，其中々 
应按以下公式表为 p 的函数 : p = dL / dq , 而且丑依赖于参数 g 和 t 这个 函数丑 
称为哈密顿函数. 

哈密顿函数的全微分 


dH = ， dp ^ dq+ d S dt 


dp 


dq 


dt 


应等于 pq ~ L 的全微分,其中 p = dL/dq : 

dH ~ qdp — ^~dq 

dq 


dL 

dt 


dt 


dH 的这两个表达式应该相同.所以 

._dH OH _ _0 L aff — _8 L 
^ dp J dq dq ’ dt dt * 

应用拉格朗日方程组_，即得哈密顿方程组. 

我们已经看到若 g ⑷适合#格朗日方程组，则 ( p ( t ), q ( t )) 适合哈密顿方程组. 
其逆可以类似地证明.因此拉格朗日方程组与哈密顿方程组是等价的. □ 


注上述定理适用于一切变分问题而不只是力学中的拉格朗日方程组. 


①在应用中，这个凸函数时常是一个正定二次型. 
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B . 哈密顿函数与能量 


第三章变分原理 


例对于力学系方程组,拉格朗日函数具有通常的形状 r = 动能 r 是$ 
的二次型 

T ~ — So QiQj , dij == dij i)j 而 ？/ = U (9)* 

定理 在上述假设下哈密顿函数即总能量 

H = T + U. 

证明基于下述关于二次型的勒让德变换的引理. 

引理 二次型 /( x ) 与其勒让德变换 g ( p ) 在对应点之值 相等： 

/ ㈤ = 9 ( P )- 

例对于= /，这是拋物线切线的熟知的性质.对于/(岣= \ mx 2 我们有 
p — mx , M g ( p ) = p 2 / 2 m = imx 2 = f { x ). 

引理的证明 由关于齐次函数的欧拉定理，- 2/. 所以 

9(p(x)) =px- f(x) = (df/dx)x - f(x) = 2f(x) - f(x) = f(x). □ 

定理的证明 用和引理相同的推理，有 

H = pq-L=-2T-(T-U)=T-^U. □ 


例对于一维运动 


这时： T = = = 6 孖 


—二 



dU 

:—瓦 ■ 

+ U ( q ) 而哈密顿方程组成为 


. . OU 

Q = P ， 广—瓦. 


这个例子使人们容易记住，哈密顿方程组中哪一些是带负号的. 

由运动方程和哈密顿方程组的等价性定理可得到几个重要的推论.例如能量守 


恒定律得到了很简单的 形式： 

系1 ^ ^ 特别，若一个力学系的哈密顿函数不显含时间 

dt dt \ at 

则能量守恒定律 成立： 丑 ( j > ⑴,=常数. 

证 考虑丑沿运动轨道的 变化： 由哈密顿方程组即有 


dH _ dH 

dt dp 


dH ^ 

dq 


dH dH dH dH 
dq dp + dt dt 



C . 循环坐标 


§16. 刘维尔定理 
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在考虑有心场时，我们看到，引人极坐标可将一个问题化为一维问题.事实是已 
知一个问题的对称性就能选择一个坐标系 g 使得哈密顿函数不依赖于某些坐标，我 
们即可找到一些首次积分，从而化为具有较少坐标的问题. 

定义 若哈密顿函数 H { pir - ,Qn ； t) 不显含 gi , 即 = 0, 则 
称为循环坐标(这个名词来自有心场的角坐标这个特例). 

显然奶 是循环的当且仅当它不显含于拉格朗日函数 L 中 ( dL / d Ql = 0). 由运 
动方程的哈密顿形 式有： 

系2 令仍为循环坐标.则仍是首次积分.这时其余坐标随时间的变化与一 
个具有 n — 1个独立坐标必，…，如以及一个依赖于参数 c — pi 的哈密顿函数 

H{jP2, … ^ 2 , ■ * * iQn^t.c) 

的力学系一样. 

证 令 P ' = ( P 2, … , g n ), 这时哈密顿方程组成为 


d f 

_ dH 

d , 

dH 

Jt q = 

dp ’’ 

—— rj ! = 

dr 

dq f 

d 

_ dH 

d 

= 0. 

jt Qi = 

- dpi ' 

jt pi ~ - 


最后的方程给出；^ =常数.因此在 V 和 i 的方程组中仍之值只作为参数岀现在 
哈密顿函数中.解出这 2 n - 2个方程的方程组后，仍的方程成为 

去奶 = f ⑻，/⑴= 

因而容易积出. □ 

系 3每个两自由度 (n = 2) 的力学系，若有循环坐标，则是可积的. 

证 这时， 〆 和 f 的方程组各是一维的，而可以用首次积分 H ( p \ q , ) = c 立即 
积出. □ 

§16. 刘维尔定理 

哈密顿方程的相流保持相体积不变.由此可得，哈密顿方程组不可能渐近稳定. 

为简单起见，我们只看哈密顿函数不显含时间的 情况： 

H = H(p ， q). 
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第三章变分原理 


A . 相流 

定义 坐标为 P1 , ••- ， Pn ; 奶 ,… ，如的 2 n 维空间称为相 空间 . 

例 n = 1的情况就是第 4 节中考虑过的力学系 S = -dU/dx 的相平面. 

象这个最简单的例子一样，哈密顿方程组右方给出一个矢量场：在相空间的各 
点 （ p g ) 有一个 2 n 维矢量 {-dH/dq,dH/dp). 我们设哈密顿方程组的每个解均可 

拓展到整个时间轴 

定义 相流即相空间中的单参数变换群 

g \： ( P (0)， g (0)) — ( p ( t )， g ⑷)， 

p ⑷与 g ⑷是哈密顿方程组的解（图 4 7). 


A 


9 1 




p(0),Q(0) 


图 47 相流 


图48体积的守恒 


问题证明{ 〆 }是群. ^ '' 

B . 刘维尔定理 

1) 相流保持体积 不变： 即对任意区域乃我们有（图 48) 

之体积= D 之体积 • 


我们要证明下面的更广泛些的命题，它也是属于刘维 尔的. 

设有一组常微分方程士 = /(x),x = (xi,.*- ,x n ), 其解可以拓展到整个时间轴. 

令为相应的变换群： ‘ 

g t {x) = x-\- f{x)t -f 0(t 2 ), t —► 0. ⑴ 

令 D (0 ) 是 z 空间中一个区域， (0) 为其体积，而 

v{t) = D ⑷之 体积， D{t) = / D ( O ). 

2) 若 div / 三0,则 〆保持体积不变：”⑷ = ^(°) - 



①为此，只需设 H 之等值集为紧就 够了. 



§16. 刘维尔定理 
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C . 证明 


引理 


dv 

dt 



divfdx (dx = dxi 

：0 7 * 0 ( 0 ) 

证对任意 i ， 由重积分变量替换公式有 




v ( t ) 



det 


D(0) 


dg f x 

dx 


dx 


用公式 （1) 计算 dfx / dx , 我们即有 

dg t x/dx — E -^-t + 0( t 2 ) y t ^ 0. 

OX 

我们要用一个熟知的代数 事实： 

引理2 对任一矩阵 4 = 有 

det \E + At \ = 1 + ttiA + 0( t 2 ), i —► 0- 


□ 


这里，是乂的迹（即主对角线上元素之和). 

(将行列3 1 直接展开就可证明引理2:我们会得岀1 和 n 个 t 的一次项，其余项 
含 t 2 ， i 3 , 等等 .） 

应用它，我们有 

det^ = l + rt rg + 0 (i 2 ). 


但 trdf/dx = dfj / dxj = div /. 所以得引理 1 之证明: 


v ( t ) = I [1 + tdivf -f 0( t 2 )] dx , 

Jd ( o ) 


□ 


2 ) 之证明因为 f = 并不比 f = 0 更差，引理 1 可写为 

dv ( t ) 
dt 

而若 div / = 0即有 dv/dt = 0. □ 

特别是，对于哈密顿方程组我们有 

」.1 9 ( 9H \ 9 f 9H \ _n 

dlv/= ^ r^-J 

因此,刘维尔定理（即 1) 得证. □ 

问題将刘维尔定理推广到非自治系 （即丑 = if ( p , q , t ) 或/ = 的情况. 





divfdx 


D(to) 
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第三章变分原理 


问睡对线性方程组士 = A ( t ) x 之朗斯基行列式证明刘维尔公式 

w = W 0 e JtvAdt . 

刘维尔定理有许多应用. 

问题证明哈密顿方程组在相空间中不可能有渐近稳定点与渐近稳定的极限环. 

刘维尔定理在统计力学中有特别重要的应用. 

刘维尔定理使我们能应 用遍历 理论① 的方法来研究力学.我们将只考虑最简单 
的例子： 


D . 庞加莱回归定理 

令分是保持体积的连续的一对一映射，它将欧氏空间的有界区域 D 映到其自身 
上：卩!）= D . 

这时在 £) 的任一点的任一邻域中都有一点 xeU 将会回到[/中，即对某个 
n > 0 有 g n x G D . 



这个定理例如可以用于一个二维力学系的相流 〆 ，这个力 
学系的位能当 ( xx , x 2 )^ oo 时趋向 无穷; 这时相空间 
中的不变有界区域由以下条件给出（图 49 ) 

D = { p , q : T-^U ^ E }. 


图49球在非对称杯 
中的运动方式是不知 
道的； 然而庞加莱定 
理预计到它会回到初 
始位置附近. 


庞加莱定理可以加强，证明几乎每个动点都会反复地回到 
初始位置附近.这是关于运动的特性所已知的仅有的几个一般 
结论之一.运动的细节完全不知道，甚至在 


X —— 


dx ’ 


X = (x lj X 2 ) 


这样的情况下也如此. 



图50分子回到第一 
个室内 


由庞加莱定理和刘维尔定理得到的以下预测是一个具有悖 
论性质的 结论: 如果你打开一个把充满气体的室和真空室隔开的 
隔板,过了一会儿，气体分子又会回到第一个室内 (:图 50). 

这个悖论的解释是：所谓 “一 会儿”可能比太阳系的存在时 
间还长. 


庞加莱定理的证明 考虑邻域 t / 的像（图 51) 


® 例如参看： Halmos [ l ]. 


U ， gU ， g 2 U ，〜， g n U， … 



§16. 刘维尔定理 - 57* 

它们都有相同体积.若它们不相交, D 将有无限体択 . 因此对某个 

g k Ung l U^0. 

于是， g k ~ l U fl _ 0 .令 g k ~ l x = y .贝 !j a; G C7 且 € U，(n = k - V ). □ 

g n x x 


图 51 回归定理 图 52 圆周上的稠密集 

E . 庞加莱定理的应用 

例 1 令 £>为一圆周， g 是旋转 a 角. 若 a = 27 r ( m / n )， 则是恒等映射而定 
理自明.若 a 与 2 tt 不可公约，庞加莱定理 给出： 

VS > 0,彐 n : \ g n x — x | < 5( 图 52). 

由此易得 

定理 若 a _27 r ( m / n )， 则点之集在圆周上稠密 ' (fc = l ,2, …）. 

问题证明在 U = r 4 的有心场中每个轨道或为闭或稠密地填满两圆周间的环. 

例 2令 D 为二维环面，列与列为其上的角坐标（经度和纬度 )( 图 53). 

考虑环面上的常微分方程组 

= Ot\, (f2 = OL 2 

显然， div / = 0而相应的运动 

: (^1, #2) 4 (^1 + + a 2 t ) 

保持体积 d ^ dip 2 . 由庞加莱定理容易得出 

定理若 ai / a 2 是无理数，则环面上的“螺旋线” ^(列，外）在环面上稠密. 

问题证明若 0 ；是无理数，则利萨如图形 Oc = cost y y = cos u ; t ) 在正方形 | x | < 1， | y | < 1 
中稠密. 





①集 A 在 B 中稠密即 B 中每一点的每个邻域中都有4中的点. 
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第三章变分原理 


例 3令 D 为 n 维环面: T ' 即 n 个圆周之直积 A 

= 5 1 x 5 1 x • • • x 5 1 = T' 

--V- • 

n 个 

n 维环面上的一点由 n 个角坐标 p =(列，…, ( p n ) 给出.令 a = ( ai , … ， a n )， 〆 是 
保持体积的变换 

gt : T n — + 

问题 在关于 a 的什么条件下，以下的集稠密？ ( a )^ V 的轨道； ( b ) pV 的轨道 （《 属于实数 
群属于整数群 Z ). 

例1到例3中的变换都与力学有密切关系.但因庞加莱定理是抽象的，它也有 
与力学无关的应用. 

例4 考虑数 2 n 的第一位数 1, 2, 4, 8, 1，3, 6, 1, 2, 5, 1,2,4, 

问题数字7是否会出现在上面的这个序列中？在7和8中哪一个出现得更经常？频繁多 
少倍?(参见第十章节 51.) 


①集 A ， S ， …之直积即点 （ a , b ，...） 之集，这里 ae … 




第四章流形上的拉格朗日力 


我们将在本章中介绍微分流形及其切丛的概念.给定在切丛上的拉格朗日函数 
在流形上定义一个拉格朗日“完整系”.具有完整约束的质点组（例如摆或刚体）是 
其特例. 

§17. 完整约束 

我们将在本节定义具有完整约束的质点组的概念. 

A . 例子 

令7为平面光滑曲线.若在7附近有一个很强的指向7的力场,则一个运动的 
质点将总是靠近于 7. 在具有无穷大力场的极限情况，质点必留在7上.这时我们就 
说,对这个力学系加上了一个约束（图 54). 

为了把这说得更精确，我们在7的邻域中引入曲线坐标 h 和 q 2\ qi 是沿7的， 
而 g 2 表示到此曲线的距离. 

考虑具有依赖于参数 7 V 的位能的力学系 

Un = Nql-\-U 0 (qi,q2), 

(以后将使 iV 趋向无穷大 )( 图 55). 

考虑在7上的初始条件： 

Qi(0) = ql qi(0)^ql 奶 ⑼= 0 ，如 ( 0 ) = 0 . 

用仍= < p ( t , N ) 表示在的场中在这些初始条件下的运动中奶坐标的演化. 
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第四章流形上的拉格朗日力学 



定理当 iV — oo 时以下极限存在 



图55位能 W 


lim ( p ( t ， N ) = 

N 一 oo 

极限函数 gi = ip { t ) 满足拉格朗日方程 

d ( 9L*\ _ dL* 

dt \ dqi ) dqi ' 

这里 L ,( gi ,4 i )= T \ q2 =^ 0 - U 0 \ Q 2 ^ o(T 是沿 7 运动的动能). 

这样，当 TV — 00时，由关于奶和必的拉格朗日方程导出了关于叭=咕⑷的 
拉格朗日方程. 

^现用 n 个质点的 3 n 维构形空间代替平面，它们组成一个具有度量办 2 = 
乞 nndr ^ nH 为质量）的力学系，又用这 3 n 维空间的一个子流形作为 7 ,仍换成 

ff 7 的某些坐标 quq 2 换成垂直于7方向上的某些坐标 g 2 , 也会得到完全一样的结 
果.若位能的形状是 

U = U 0 ( qi ) + Nql 

则当 AT — oo 时，将由拉格朗日函数为 

L * = ^1^2 =92=0 — ^0 1^2—0 

的拉格朗日方程定义7上的一个运动. 

B. 具有约束的力学系的定义 

我们将不证明以上定理⑦，但也不去用它.我们只需要它来说明下面定义是有道 
理的. 

定义令7为质量为 rm ，…， m n 的点 , r n 所成的 3 n 维构形空间中的 
m 维曲面.令 g =(奶，… ，^ m ) 是7上的某坐标系 ： h = n (^). 则由以下方程所描述 

①证明基于这样一个 事实： 由于能量守恒，动点不可能离7比 cN ~ i 更远，而当 iV — oo 时这 
个距离趋向零.如此利用极限来定义约束，是柯朗 ( R - Courant ) 提出的.参看 Rubin H，Ungar P ， 

Motion under a strong constraining force , Comm . Pure and Applied Math, 1957 - No -1. 65^87. 
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的力学系称为具有 3 n - m 个理想完整约束的 n 质点力学系 •• 


dt 



dL 


L=-Em i r^~U(q). 


曲面7称 为具有约束的力学系之构形空间. 

若曲面7由 k = 3 n ~ m 个函数无关的方程 A ( r ) = 0, - • * ,/ fc ( r ) = 0给岀，我们 
就说这个力学系受到关系式 A = 0,…，九= 0的约束. 

完整约束也可以定义为具有很大位能的力学系之极限情况.这些约束在力学上 
的意义在于，实验证实了许多力学系以程度不同的精确性属于这一类. 

由此以往，为简单起见我们就称理想完整约束为约束.本书中不考虑其他约束. 


§ 18 . 微分流形 


一个具有约束的力学系的构形空间是一个微分流形.我们将在本节中给出关于微分流形的最 
简要的知识. 


A. 微分流形的定义 

一 个集合 M 若有有限多或可数多个区图而其每点均可以至少在一个区图中 
表示,就说 M 上有一个微分流形构造. 

区图就是欧氏坐标空间 g =(奶， ••- , q n ) 中的开集以及由到 M 的某个子 
集上的一对一映射 ^>:U CM . 

若两个区图 U 与 U f 中的点 p 与 p ' 在 M 中有相同的像，则 p 与 p ' 各有邻域 
V C 与 I /' C V ，它们在 M 中也有相同的像（图 56). 这样就得到一个由区图 
的一部分 VCU 到另一区图的一部分 V ' c t /' 的映射: V ^ 


这是由欧氏空间 g 中的区域 V 到欧氏空间 
q f 中的区域 W 上的映射，而由 n 个 n 元函数给 
出： g ' = q f ( q),(q = 9 (* 7 ')). 若 q ' ⑷和 q { q f ) 都可 
微®，就说这两个区图是相容的. 

图册就是相容区图的并.若两个图册之并仍 
为图册，就说它们是等价的. 



图56相容的区图 


微分流形就是等价图册的类.我们只考虑连通 @ 流形.这时对所有区图，数 n 都 


相同，称为流形的维数. 

流形上一点的邻域即此点在区图 U 中的一邻域在映射# : t / 
f ] 将设任意两个不同的点都有不相交的邻域. 


―> 


M 下的像.我 


①这里所谓可微是指 r 次连续 可微: r 的确实的值 ( l ^ r ^ oo ) 无关紧要(例如我们可取 r = oo ). 
® 若一流形不能分成两个分离的非空开子集之并,就说它是连通的. 
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B . 例子 、 ： 

例1欧氏空间 R n 是一个流形，图册仅由一个区图组成 • 

例2球面炉= {(a:, % z):x 2 + y 2 + z 2 = l } 有微分流形构造,例如其一图册可 
由两个区图 (^,^,2 = 1 , 2 ) 用球极投影构成（图 57 ). 类似的作法适用于 n 维球面 


S n = {(^i, ••- , x n+ i) : Ex- = 1}. 



m 57 球面的图册 图58平面摆、球面摆与平面双摆 


例3考虑一个平面摆.其构形空间——圆周 S 1 ——是一个 流形. 一 个常用 
的图册是角坐标 R 1 — 5 1 .[/ 1 = (-7r,7r),t/ 2 = (0,2tt) (图 58). 

例 4 “ 球面”数学摆的构形空间是二维球面 S 2 (m 58). 

例5 “平面双摆”的构形空间是两个圆周的直积，即二维环面 

T 2 = S l xS l . 

例6球面双摆的构形空间是两个球面的直积 . S 2 x 

例7 ( gi ， g 2 ) 平面上的刚性直线段的构形空间是流形 It ^ xS 1 ， 坐标为 ( quq 2 , q 3 ) 


(图 59). 它可用两个区图覆盖. 



图59平面上一个线段的构形空间 图60 —个三角形的构形空间 


例8设刚性直角三角形045绕顶点 O 运动. 这三角形的位置可用三个数来 
表示： 方向 OA €炉由两个数表示.若 OA 已知，可以让 OB e S 1 绕轴04旋转 
(图 60). • w W ：㈣ A 

与此三角形 OAB 的位置相联结有一个正交右手标架, ei = OA/\OAle 2 = OB/ 
\OBle 3 = [ ei , e 2 ]. 位置与标架的对应是一对一的：所以三角形的位置可用一个行列 
式为1的三阶正交矩阵来表示. 

一切三阶方阵之集是 9 维空间 R 9 . 六个正交条件可以从上述 R 9 中区分出两个 
三维连通的矩阵流形，其行列式分别为+1与 -1. 三维空间（行列式为 +1) 的旋转 
构成一个群,称为 50(3). 
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所以三角形 OAB 的构形空间是 50(3). 

问题证明 50(3) 同胚于三维实射影空间. 

定义构形空间的维数称为自由度. 

例9考虑个铰接杆所成的封闭链条这个力学系. 

问题这个力学系的自由度是多少？ 

例10嵌入流形.我们说 M 是欧氏空间的一个 fc 维嵌人子流形（图 61) .如 
果在每一点 X e M 的一个邻域中都有 n — k 个函数 fi ： u^ E ,/ 2 : U ^ 
R ， …，: t / — R 使得 U 与 M 的交可由方程 = J n -k = 0 给出，而且矢 
量 grad / i , … ， grad / n _ fc 在 a : 点线性无关. 

容易给 M 以流形构造, 即在; r 的邻域中给出坐标系（怎样给法?) . 

可以证明每个流形都可嵌入在某个欧氏空间中.在例8中 50(3) 就是 R 9 的 
子集. 

问题证明 50(3) 嵌人在] R 9 中而且是一个流形. 



图61嵌人子流形 图62切空间 

C . 切空间 

令 M 是嵌人在中的一个 A : 维流形，则在每一点 a ; 都有一个 fc 维切空间 
TM X . 具体说，它就是 {grad/! ，… ,graxl/ n _ fc } 的正交补（图 62). 切空间:中以 
x 为起点的矢量称为 M 在; r 的切矢量.我们也可以把这些矢量直接定义为 M 中 
曲线的速度 矢量： 

x = lim —— #⑼ ，其中 y(0) = x ， ip(t) G M. 

t—^0 t 

也可以不依赖于 M 在中的嵌人而内蕴地定义切矢量. 

设有二曲线 a : = y >( t ) 与 a ? = 寸 (t) ， (p(Q) = ^(Q) = x y 而且在某个区图中 
- = 0,我们就说这两条曲线是等价的.这种等价关系称为相切, 

在任何区图中都成立（请证明!) . 

定义流形 M 在 z 点的切矢量就是适合 ^(0) = x 的曲线$⑴在上述意义下 
的等价类. 

很容易定义切矢量乘以数和切矢量的加法两种运算. M 在; r 的切矢量构成一 
个线 性空间 TM & 这空间也称为 M 在 : c 的切空间. 
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对于嵌入流形，这个定义和前面说的定义是一致的.这定义的优点在于它可以 
适用于不嵌人在什么地方的抽象流形. 

定义令 [/为 M 之某图册中的一个区图，其坐标为 仍 ，…， g n . 曲线 g = f ⑴ 
的切矢量的分量即数6,…，心，这里& = ( d < pi / dt )\ t=Q . 

D . 切丛 

M 在其各点的切空间的并 U xeM TM x 有一个自然的微分流形构造，其维数两 
倍于 M 的维数. 

这个流形称为 M 之切丛，记作 TM . TM 的点即在某点 a : 切于 M 的矢量 t 
的局部坐标作法如下.令仍，…， gn 为 M 上之局部坐标,匕，…，^是此坐标系下切 
矢量的分量.则（奶, ... ，如; 6,…，60这 2 n 个数给出 TM 的一个局部坐标系. 

将切矢量€映到切点 ; r e U (在这点，矢量£与 M 相切 （£ e rMJ ) 的映射 
p •• TM — M 称为自然投影.点 a : e M 在自然投影的原像 p - yaO 即切空间 TM X . 
这空间称为切丛在; r 点的纤维. 

E . 黎曼流形 


若 M 是嵌人在欧氏空间中的一个流形，则欧氏空间中的度量使我们能量度曲 
线之长、矢量之交角、体积等等.所有这些量均可用切矢量之长来表示，即以给在每 
个切空间 TM X 上的正定二次型来表示（图 63): 



图63黎曼度量 


TM X — R , £ U 〉 • 

例如流形上曲线之长可用这个二次型表为 



而右此曲线用参数形式7 :[纟0，（1] —^ t —> x ify € M 给出，则 

/(7)= 



定义每个切空间 tm x 上均有一固定正定二次型 ( e , o 的微分流形称为黎曼 
流形.这个二次型称为其黎曼度量. 

注 令 U 为 M 之某图册的一个区图，坐标为 qi ，...， q n . 则黎曼度量可由以下公式 给出： 

n 

ds = 江 ij 江 ji ， 

ij = l 

d Qi 是一个切矢量的分量. 

函数 ai ,- ( q ) 设为任意次可微. 
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F . 映射的微分 


令 f •• M — N 是流形 M 到流形 7 V 的映射，/称为可微的， 若在 M 与 N 的局 
部坐标下/由可微函数给出. 


定义 可微映射 /:M — iV 在 一点; ceM 的 
微分是切空间之间的线性映射 

f*x - TM x —»■ TNf » 

它由以下方式来定义（图 64): 

令 v € TM X . 考虑曲线 p : M — M , <^(0) = x , 
且速度矢量 { dif / dt)\ t =o = v . f^ x v 即曲线 f o(p ： 


M N 



R ^ N 的速度矢量 


UxV = 1 

dt 


辦 ))• 

t =0 


问题证明矢量 Uv 不依赖于曲线 A 只依赖于矢量 V . 


问题证明映射是线性的. 

问题令 a ; = ( xi , •• - , x n ) 是 ; r e M 邻域中的坐标 ， y = ( yi ,-- - , y n ) 是 y e N 邻域中 
的坐标 .$ 是矢量 v 之分量的一组 , r ? 为矢量 f , x v 之分量的一组.证明 

” = 為，即 7 ^ E 奢。. 

j J 

对一切； c , 取之并，即得整个切丛的映射 

/* : TM — > TN,f^v = f* x v,gv € TM X . 


问题证明乂是可微映射. 

问题 令 f .. M — N,g : N — K 雨 h = g 。 f : M — K . 证明 &=〜◦/*. 

§19. 拉格朗日动力系统 

在本节中我们将定义流形上的拉格朗日动力系统.具有完整约束的力学系是一个特例. 

A . 拉格朗日动力系统的定义 

令 M 为一微分流形， TM 为其切丛, L : TM ^ R 为一可微函数.映射 7 : R — 
M 称为 具有构形流形 M 及拉格朗日函数 L 的拉格朗日动力系统中的运动， 如果 7 
是以下泛函的驻定 曲线： ^ 

^( 7 ) = [ ^( 7 , 7 )^, 

Jt 0 

这里今是速度矢量，今 e TM 7(t) . 
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例令 M 是坐标为 g = ( qir -'. Qn ) 的坐标空间的区域.拉格朗日函数 L : 
TM^R 可以写成 2n 个变量之函数 L ( q , q ). 如我们在 12 节中讲过的那样，一个随 
时间运动的点的坐标的演化满足拉格朗日方程组. 

定理流形上的拉格朗日动力系统中动点7⑴的局部坐标 g == ( gi ，...， g n ) 之 
演化满足拉格朗日方程组 

d dL dL 
dt dq dq 

L ( q , q ) 是函数 i ： :TM — R 在 TM 的坐标 q , q 中的表达式. 

我们时常遇到以下的特例. 


B . 自然的动力系统 

令 M 为一黎曼流形.各点的切空间上的二次型 



V e TM X 


称为 动能.一个可 微函数 U : M ^ R 称为 位能. 

定义 黎曼流形上的拉格朗日动力系统若其拉格朗日函数是动能与位能 之差: 
L = T - U , 就称为自然 的动力系统. 


例 考虑由（: c ， W 平面上长为 Z 的直线段连接的两个质点 r / n 与 m 2 . 则在两自由 
点 ( x lj yi )( x 2 , y2 ) 的四维构形空间 R 2 xR 2 中由条件 1 /( x1 — a ； 2 ) 2 + (yi - 奶) 2 = 〖(图 
65) 定义一个三维构形空间 


kV 



图65平面上之 
线段 


M = M 2 x 5 1 C M 2 x R 2 . 

在四维空间 { x u x 2 , yuy 2 ) 的切空间上有一个二次型 

mi {±\ + yj ) + 


我们的三维流形，因其嵌入在此四维流形中，具有黎曼度量.这样得到的完整力学系 
在力学中称为 ( x , y ) 平面上的定长线段.它的动能是 


T 




2 


2 


C . 具有完整约束的力学系 

我们已在节17中定义了具有完整约束的质点力学系的概念.我们现在证明它 
是自然的. 

事实上，我们可以把具有约束的力学系的构形流形 M 看作 g 嵌人在自由质点 
组的 3 n 维构形空间中，而这个 3 n 维空间的黎曼度量由二次形^给出.具有 
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位能 U 的嵌入黎曼流形 M 与节17中定义的力学系一样，亦即与位能为 [/ + TV # 
的力学系当 N — oo 时的极限情况一样，这时位能在 M 之外急增. 


D . 求解具有约束的问题的程序 

1. 定出构形流形并在其各点附近引人坐标&，…，收. 

2. 把动能表为广义速度的二次型 



^ij(q)QiQj> 


3. 作出拉格朗日函数 L = T - U ( q )， 求解拉格朗日方程. 

例考虑质量为1的质点在三维空间旋转面（图 66) 上的运动.可以证明轨道 
是测地线.此曲面在柱坐标 r ， & 2 下可以（局部地）表为 r = 或 2 = z ( r ). 在坐 
标 V ?与2下动能是 

T = ^(x 2 + y 2 + i 2 ) = 臺 [(l + rf)i： 2 + r 2 (2)0 2 ]， 

而在坐标 r 与 v ? 下 


T =\{± 2 + y 2 + i 2 ) = 臺[(1 + 4 V + r 2 <p% 

这里我们用了 X 2 + y 2 = r 2 4 - r 2 ip 2 . 

拉格朗日函数 l 就是 r . 在两个坐标系下^都是循环坐标.相应的动量必 守恒: 
但 ?V = r 2 0 正是角动量的2坐标分量.因为这个力学系自由度为2,知道一个循环 
坐标即可完全解出这个问题（参照节15系 3) 

用略有不同的推理可以更容易地得到轨道的清楚的图形.用 a 记轨道与子午线 
之交角.我们有 r# = |r|sina, 卜 | 是速度矢量的大小（图 66). 

由能量守恒，丑= L = 了不变.因此 |叫 =常数.因此以的守恒律就成为“克莱 
罗 （ Clairaut) 定理”： 

r sin a = 常数. 

这个关系式表明运动在 | sina| ^ 1 即在区域 r > r 0 sina 0 ^中发生，而且轨道 
与子午线的偏角随 r 之减少而增加.当半径达到其最小可能值 r = n ) S ina Q 后，轨 
道折回到 r 较大的区域（图 67). 

问题证明旋转曲面上的测地线分成 三类： 子午线、闭曲线与环 r 中稠密的测地线. 

问题讨论环面 （(r - i? 2 ) + z 2 ^ p 2 ) 上的测地线之性状 ■ 


1 ^( ro , ao ) 是2 = 0时 r 与 a 之值.-日译者注 
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图66旋转曲面 图67旋转面上的测地线 


E . 非自治系统 

非自治拉格朗日动力系统与我们迄今所讨论的自治系统的区别在于其拉格朗日 
函数还依赖于时间： 

L : TM x R — > R , L = L ( q , q , t ). 

特别是，在一个自然的非自治系统中，动能和位能均依赖于 时间： 

T : TM xR — R , U ： M 
T = T ( q , q ， t )， U = U ( q , t ), 

具有依赖于时间的完整约束的 n 个质点的力学系， 可以用自由力学系的构形空 
间之依赖于时间的子流形来定义.这个子流形可由映射 


? : M x M —»• E 3n , i ( q , t ) ~ x 


来给出.它对每个固定的 t € R 定义了一个嵌入 M — E 3 ' 节 D 的程序对非自治系 
统仍适用. 


例 考虑珠子在半径为 r 的铅直圆周上的运动（图68)，此圆周以角速度 w 绕 
过圆心0的铅直轴旋转.圆周即流形 M •令 q 表示自圆周最高点量起的角坐标. 

% 



U ) t . 映射 


令 x ， y ， z 为 E 3 的坐标，以圆心 O 为原点，铅直轴为2轴.令 
^为圆周所在的平面与: rOz 平面之交角.由假设，# = 
i ： M x M ^ E 3 的公式 如下： 

i ( q y t ) = (r sin q cos , r sin q sin , r cos q ). 


图 68 旋转圆周 
上的珠子 


用此式（或更简单些，利用“无穷小直角三角形。可得 

T = i ( o ; 2 r 2 sin 2 《 + r 2 々 2 )，U = mgr cos q . 


在这个情况，尽管约束与时间有关，动能位能却与时间无关.此外，拉格朗日函数和 
动能为 
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To = — Q 2 , M = mr 2 , 

而位能为 

V = A cos q — B sin 2 g ， A = mgr , B = — a ; 2 r 2 

的一维力学系的拉格朗日函数一样.相图之形状与4和 B 之比值有关.对于25 < 
4( 即圆周旋转得足够慢，使得 o; 2 r <虬珠子的最低 位置⑺ = 7 T ) 是稳定的，而且它 
和数学摆…= 0) 的情况在运动的特征上大体相同. 

对于 2 B > A ， 即圆周旋转相当快，珠子之最低位置变成不稳定的了，另一方面， 
在圆周上出现了珠子的另外两个稳定位置，即 cosg = - A /2 B = - p / Jr 处.珠子在 
一 切可能的初始位置下的性态从它在 ( q ,4 ) 平面上的相曲线的形状可以清楚地看到 
(图 69). 


V4 



____ 一 --- ^ _ 


图69珠子的有效位能和相平面 


§20. E . 诺特定理 

种种守恒律（如动量、角动量之守恒等等）都是如下一般定理的 特例： 相应于拉格朗日系统的 
每一个保持拉格朗日函数的单参数微分同胚群,必有运动方程组的一个首次积分 

A . 定理的陈述 

令 M 为一光滑流形. L : TM^R 是切丛 rM 上的光滑函数.再令 h : M — M 
为一光滑映射. 

定义我们说拉格朗日系统 （ M , L ) 容许映射\如果对任意切矢量 r e TM 均 
有 

L ( h ^ v ) = L ( v ), 

例令 M = {( xi , X2 , x 3 )},L = {m/ 2 ){±\ -f + x |) - t /( x 2 , x 3 ). 这个系统容许 
沿; Tl 轴的平移 / l : ( Xi , X2 , X 3 ) {x\ -h S , X2 , X 3 ). 但一般不容许沿 a ： 2 轴的平移. 
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诺特定理若系统 ( M , L ) 容许一个单参数微分同胚群 M : M e 则 

相应于 L 的拉格朗日方程组有一个首次积分 I : TM ~^ R . 

在 M 的局部坐标 g 下，首次积分 J 可写为 

T(n - 9L dh s (q) 

B . 证明 

先设 M - R n 为坐标空间.令: -> M , g = ⑴是拉格朗日方程组的解.因 

为 V 保持 L , 所以解的平移 V 。$ : M — M 对任意 s 仍适合拉格朗日方程组 ®. 
考虑由 q = ^(s y t) = h s (ip(t )) 给出的映射 $:RxR —1 ET (图 70). 


Q ( t ) 


用.记对6的导数，用 ' 记对 s 的 导数. 由假设 


q(s,t) = h s m)) 


gL ^ 

ds dq dq 


⑴ 


ra 、: fc 枯 dffl 这里 l 的偏导数是在点 g = ^(s,t),q = 击 ( M ) 处 

图 70 诺特定理 _ _ 

取的. 

上面已经说了，映射伞 | s = 常数: M - M n 对任意固定的 s 都适合拉格朗日方程组 


d_ ( 6 L 
dt dq 


(金 ( s ， t )， 杏 ( s ， t )) 


dL 


(中 (s j) ， 态 (s ， t)). 


dL 


引入记号 F(s,t) = (dL/dq)(^(s,t)^(s,t)) 并在⑴中将&代以 dF/dt , 则得 


^ (ddL 

0== { jtd ^ 


■ M B 4 


Q f + 


dL 




dq \dt 


Jt qf ) = Jt ( 给 ’) 


d £ 

dt 


注 上面是用局部坐标 g 来定义首次积分 J = { dL / dq )^ 但是可证明 I { v ) 之值并不 
依赖于坐标系 g 的选取. 


事实上，了是 L(v) 当矢量 r e rMz 在 TM X 内以速度 (^h s x 


变化时的 


变率.因此 /( 蚴可以作为切矢量 TM X 之函数而适当定义.当 M 是流形时，也 
可以同样方式证明诺特定理. 

C . 例子 

例1 考虑一组质量分别为的质 点组： 

L = Srriii ^/2 — U(x) y Xi = xnei + x^e2 + 0 ^ 363 ， 


①有些教本的作者错误地认为其逆也成立,即若 M 把解变为解，则它必定保持 L 
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特别是，若 L 不含时间，即 In 容许对时间的平移， h a ( q , t ) = + 相应的首次积分就 

是能量. 


§21. 达朗贝尔原理 

我们将在这里给具有完整约束的质点组以新定义，并且证明它和节17中给的定义的等价性. 


A . 例子 

考虑完整组 [ M ， L )， M 是三维空间中的一个曲面， 



用力学的语言说就是“质量为 m 的质点必留在光滑曲面 M 上”. 

考虑这点的运动 x ( t ), 若能满足牛顿方程 mx -\- dU/dx = 0,则在无外力 （ t / == 0) 
时，它的轨迹应是一条直线而不会位于曲面 M 上. 

从牛顿的观点看来,这表明应有一个新力以“迫使该点留在曲面上”. 


定义 R = m 龙 + ^7/加 称为 反作用约束力 （图 71). 

如果把反作用约束力 R ( t ) 也考虑进来，牛顿方程显然就能 满足: 





如果把我们的有约束的力学系看作具有位能 U + NUx 的力学系 
当 iV — oc 时的极限，反作用力的物理意义就清楚了，这里 L / i ( x ) = 
P 2 {x,M). 对于大的 iV ， 约束位能 NUi 产生一个急速改变的力 F = 
- NdUx / dx ; 若取极限 （iV — oo ), 则 a : ft M 附近振荡时力 P 的平均 
值就是力 P 垂直于因此反作用力 H 垂直于 Af : ( R , $) = 0 


图71约束力 对任意切矢量$成立. 

B . 达朗贝尔原理的陈述 


在力学中，构形流形的切矢量称为虚 位移. 达朗贝尔原理是 说对任意虚位移在， 



mx + 


dU 

dx 



或者换个说法就是， 反作用力在任意虚位移上作的功为零. 

对质量各为叫的点心的质点组， 约束力 Ri 定义为 ( dU / dxi ), 而达朗 
贝尔原理的形式是 = 0,即 E((miXi + ( dU / dxi ))^ i ) = 0 , 亦 即反作用力在 
任意虚位移上的功总和为零. 

具有这个性质的约束称为理想约束. 
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若将具有完整约束的质点组定义为 N — oo 时的极限，则达朗贝尔格朗日原理成为一个 
定理： 上面概述了它在最简单情况下的证明. 

然而，也可以用达朗贝尔格朗日原理来定义理想完整约束.这样，关于有完整约束的力学 
系我们就有了三个定义： 

1. 它是位能为 t / + NUi 的力学系当 N — oo 时的极限. 

2. 它是一个完整力学系 （ M ， L )， M 是一个无约束的质点组之构形空间的光滑子流形， L 是 
拉格朗日函数. 

3. 它是符合于达朗贝尔4格朗日原理的力学系. 

这三个定义在数学上是等价的. 

(1) 4 ( 2 )和 （1) => (3) 的证明上面已经概述过了，下面不再详述.现在我们要证明（ 2 )公 
(3). 

C . 达朗贝尔原理与变分原理的等价性 

令 M 为欧氏空间的子流形 ， M C : R ^ M 为一曲线，而且 x ( t 0 ) = 

2 ； 0 , x(ti) = X\. 

定义曲线$称为作用量泛函 

$ = / 0 {\- u ^} dt 

的条件驻定曲线，若其微分 <5$在以下条件下 为零： 变分是 M 上连接吻和 an 的邻 
近的曲线①. 

我们将把条件驻定曲线的变分条件写作 


(5jvf ^ = 0. 


⑴ 


显然,方程 （1) 等价于 M 上某局部坐标 g 下的拉格朗日方程组 


£dL _ dL 
dt dq dq 


L: 


2 


- U ( x ), 


a : ⑷. 


定理 曲线 ; r : — M C IRW 是作用量的条件驻定曲线（即满足方程 (1)), 当且 
仅当它适合达朗贝尔方程 

= 0 , € TM^. ( 2 ) 

引理令/ : { do 彡 t < h } — 为一连续切矢量场.若对任一在 x 点切于 
M 的切矢量场《（即《⑴€ : TA 4 ⑴)，且当 i =妃山时 《⑷ = 0,我们有 


Jt 0 

①严格说来，要定义变分 科*， 就必须在 M 上®附近的曲线之集合上定义一个矢量空间构造.可 
以用 M 上的坐标来做这 件事; 然而一曲线成为条件驻定曲线这一点并不依赖于坐标的选取- 
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则在每一点 x ⑷上/⑷均垂直于 M (即对每个矢量 h € TM x(t) 均有 
0)( 图 72). 

引理的证法就是重复节12中导出欧拉-拉格朗日方程的论证. 


/( t )| 

x(t)\ 

d(ty 


定理的证明 比较$在两条曲线: C ⑷和+ 芒⑴ 
上之值，这里 ^( to ) = 蚧0 = 0. 分部积分后即有 


M 



- at /a , 
x ^^) dt 



.，丄 dU 、 


良 dt 


图72关于法线场的引理 


由此公式①显然知，方程⑴即 S M ^ = 0,等价于对 
于所有切矢量场石⑷ e TM x { t ) (^( to ) = ^( h ) = 0) 均成立 
的方程 

I : (^ + 笔)妙 =0 . ⑶ 


由引理（其中需设 + ( du / dx )) ^ 方程⑶等价于达朗贝尔-拉格朗日方程 
( 2 ). □ 


D . 注 


注 1我们要从以上定理推导出质量为的具有完整约束的 n 个质点 Xi eR 3 ,i = l ,--- ,n 
之质点组的达朗贝尔-拉格朗日原理. 

在坐标系 x = {xi = y / rrHXi } T , 动能 r = -^rmXi = J 2 
由定理，最小作用原理的驻定曲线应满足 

(丢讲。 

(即 R 3 " 中的点的达朗贝尔 ^格朗 日原理： 3 n 维反作用力在度量 r 下垂直于流形 M ). 回到坐 
标; Ci , 即有 



这就是前面已指出的那种形式的达朗贝尔4格朗日 原理： 反作用力在虚位移上之功的和为零. 

注 2若回到静力学，还可给达朗贝尔 - fi 格朗日原理稍许不同的形式. 一个平衡位置 即是一 
点 ® o , 它同时是一个运动的轨道： a ： ⑷= a ： o . 

设质点在力 f = 一笔 影响下沿一光滑曲面 M 运动. 

定理 M 上的点; ro 是一平衡位置，当且仅当力在; r 0 点垂直于此 曲面： 即对一 

切《€7^^。，(/(尤 0 )，0=0. 

①点 aj ⑷ +《( t ) 到 M 之距离与 《( t ) 比较是二阶小量. 


§21. 达朗贝尔原理 
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这可用达朗贝尔#格朗日方程由士 = 0这一事实得出. 
定义 - mS 称为惯性力. 

现在，达朗贝尔格朗日原理 成为： 

定理若将惯性力加到作用力上，: c 变成平衡位置 D . 

证 由前一个定理，达朗贝尔方程 

(—mx + /，在）= 0 


表明了 a : 是在力为-爪泛+ /的力学系统的平衡位置. □ 

对于质点组也有完全类似的命题 成立： 若 a : = 是平衡位置，则作用力在虚 

位移上作的功和为零.若将惯性力 - m ##) 加到作用力中，则 x ( t ) 变成平衡位置. 

这样， 一 个运动问题就化为在其他力作用下的平衡问题. 

注3迄今我们未曾考虑约束依赖于时间的情况.以上所述全可不加 
改变地用于这种约束. 

例 考虑沿一杆滑动的珠子，而此杆与铅直轴有倾角 a 且以 
角速度 a ; 绕此轴旋转（重力不计).我们取珠子到0点的距离作^ 
为坐标 W 图 7 3).动能和拉格朗日函数是 子 ' 




r = gsina - 


拉格朗日方程为： m 3 二 mtj 2 q sin 2 a . 

各时刻的约束力均垂直于虚位移（即垂直于杆的方向)，但并不总是垂直于真实 
的运动轨道. 

注4很容易由达朗贝尔格朗日方程导出各个守恒律.例如，若沿^轴& = ei 平移是 
一个虚位移，则约束力在此虚位移上的功之和 为零： 


y ^( Ri , ei ) = (Y2 凡， e i ) =0. 

若将约束力看作外力，则我们有外力的第一分量之和为零.这意味着动量矢量的第一个分量 P1 守 
恒. 

前面我们曾用诺特定理得到同样结果. 

注5我们再次强调，某个特定的物理约束或其他约束（准确到一定程度）是否为完整约束, 
这是一个实验问题.从数学观点来看,约束的完整性质是一个有物理根据的 假设; 它可以以不同的 
但是等价的形式引人，例如最小作用原理形式 （1) 或达朗贝尔 - ft 格朗日原理形式 （2), 但是当定 
义约束时，约束这个词总是指的牛顿运动方裎以外的实验事实. 

”准确地说应为，对每个平衡位置.当势场与时间有关时，平衡位置的定义也容易理解， 
见注 3. ——日译者注 
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注6我们的用语与其他力学教本略有不同，那里达朗贝尔-拉格朗日原理被推广到一类更 
广泛的力学系（“具有理想约束的非完整系”）.这本书里不讨论非完整系.我们只想提到非完整系 
的一个例子，即在一个平面上滚动而不滑动的球.非完整系的构形流形每一点的切空间均有一个 
子空间，而速度矢量必在其内. 

注7若一个力学系中包含有用杆、较链等等连接起来的质点，则可能有必要讨论某一特定 
约束的约束力. 

我们定义了 “一切约束对每一质点77^的总的反作用力” 每一个单独约束的反作用力的 
概念则是无法定义的.从支持在三根柱子上的梁这一简单例子就可以看到这一点.若我们试图把 
每个柱子的反作用力 Ri , R 2 , R 3 作为极限来定义（即把柱子看作很硬的弹簧),我们就会信服，其 
结果依赖于刚性的分布. 


选给学生作的问题是不会发生这种困难的. 


问题 一 个重为 P 的杆与水平桌面倾角为60°,从初速度为零开始倒下（图 74). 求桌面在 
初始时刻的约束力而且把桌面看作是 a ) 绝对光滑的， b ) 绝对粗糙的.(在前一情况，完整约束将杆 
的端点附着在桌面上，而在第二种情况，则附着在一固定点上 .；） 



S 74 一 个板的约束力 
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因为线性方程是最容易求解和研究的，所以线性振动的理论是力学中发展最好 
的领域.在许多非线性问题中，线性化会产生令人满意的近似解.即使并不如此，研 
究一个问题的线性部分时常是第一步，以后再研究非线性系统与其线性模型中的运 
动之关系. 

§22. 线性化 

我们将在此给出小振动的定义. 

A . 平衡位置 

定义 若 a 三 x 0 是方程组 


dx 

dt 


=/㈤ ， 


xeW 1 


⑴ 


的解，则称:为 其平衡位置. 换言之亦即若 f(xo) = 0,亦即矢量场 f(x) 在 抑 处 
为零. 

例 考虑具有拉格朗日函数 L(q, q) 二 T — U 的自然动力系统，其中2 1 二 

臺 ZXj ⑷㈣ j 彡 0 而 U = U(q) : 


d dL dL ( 、 

= ^ g =( 仍’…，如) 


( 2 ) 


拉格朗日方程组可写成 2 n 个一阶方程如 （1). 我们试着来找它的一个平衡 位置: 
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定理点 q = qo.q = qo 是平衡位置的充分必要条件是 如 = 0 ,而是位能的 


临界点，即 




证将拉格朗日方程组写为 


但由动能的形状即知当 4 = 0 时 
才是一个解. 


d dT 

dT 

dU 、 w 十 - • 

dt dq 

—dq 

dq' 

dT 

^ dT 

: 0 , 7 : 

dq 

= 0. 因此当且仅当 （3) 成立时 ， g 


Qo 

□ 


B . 平衡位置的稳定性 

现在我们将在初始位置近于平衡位置时来研究 运动. 


定理 若点 go 是位能的严格局部极小，则平衡位置 q = qo 是在李雅普诺夫 
意义下稳 定的. 



证设 U ( q Q ) = h . 对充分小的 e > 0,集 {cz •• U ( q ) ^ 
h -\- e } 之含 go 的连通分支是 go 的任意小邻域（图 75) •此 
外,在相空间 （ P , g ) 中的相应区域 { P,q ： E ( p , q ) < /i + O 的 

连通分支将是点 P = 0,q = qo 的任意小邻域.这里 P = ^ 

是动量， E = T + U 是总能量. 

但由能量守恒定律，区域 { P,q : E^h + e } 对相流不 
变，所以当初始条件 p ( 0 ), g ( 0 ) 充分接近（ 0 ，奶）时，每个相 


轨道 （ P ⑷, g ⑷）都接近于 （ 0 ， g o ). 


问题平衡位置 9 =奶,/> = 0可能渐近稳定吗? 


问题证明对于一个自由度的 解析方 程组，平衡位置 go 若非位能的严格局部极小，则在李 
雅普诺夫意义下必是不稳定的.作一个无限可微方程组而使上述不真的例子. 


注很可能在 n 个自由度的解析方程组中,非极小的平衡位置是不稳定的.但这件事从来没 
有人证明过 1 \ 


C . 微分方程的线性化 .■ 4 x ; 

我们现在转到一般的方程组 （ 1 ). 在研究 （ 1 ) 的近于平衡位置抑的解时，常用 
线性化. 设吻 = 0 (—般情况经过坐标的平移也可化为它)•于是/的泰勒级数的第 
一 项是线 性的： 

1) 日译本译作 “ n > 1时没有证明过”.——中译者注 


§22. 线性化 
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f ( x ) = Ax + R2 ( x),A 




d £ 

dx 


而 i ? 2 (®) = 0( x 2 ) y 


o 


在坐标 


工 l , … 


中，线性算子 A 可以表示为矩阵 ( aij )： 


= ^ciijXj ] ciij 


dfi 

9xj 


定义由一般的方程组 （1) 过渡到方程组 


at 


⑷ 


称为 （1) 的线性化. 

问题证明线性化是一个适当定义的 运算： 即算子乂不依赖于坐标系. 

线性化方程组的优点在于它是线性的，因此容易 解出： 


2/⑴ 


At 


2 /( 0 ), e 


At 


五+射令+ 


知道了线性化方程组 （4) 的解以后，就对原方程组 （1) 的解也多少有所了解,对于充 
分小的 X ，线性化方程组与原方程组之差丑 2 ( a 0, 与: r 比较是很小的.因此这两个方 
程组在同样初始条件 2 /( 0 ) = ; r (0) =吻下的解 y ⑷与 x ( t ), 在很长一段时间里是很 
接近的.更明确地说，我们可以证明下面的 

定理对任意的 r > 0及任意的£>0,必有 6>0. 使得若 \ x (0)\ < e , 则在区 
间0彡亡彡 r 中， \ x ( t ) - 2 ；⑴ | < 


D . 拉格朗日方程组的线性化 

我们再回到拉格朗日方程组 （2) 并试在平衡位置 q = q 0 附近将它线性化.为使 
式子简单,我们选一个坐标系 使得如 = 0. 

定理为将拉格朗日方程组 （2) 在平衡位置 g = 0附近线性化，只需将动能 
T = 代以其在 g = 0时之值 

= — Sdjj QiQj , dij — dij (0), 

而将位能 U ( q ) 代以其二次部分 

U2 = >綱，〜= ㈣ • 

证用典则变量 p ， g 将拉格朗日方程组化为 （1) 那样的 形状： 
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dH . _ dH 
dq ’ 包 dp 


H(p,q)^T^U. 


因 p = g = 0 是平衡位置，右方在零处的泰勒级数展开式将由 p 与 g 的线性项 
开始.又因右方是偏导数，这些线性项是由 H( Pl q ) 展开式的二次项丑 2 决定的. 
但丑 2 正是以 L 2 = T 2 - U 2 为拉格朗日函数的力学系之哈密顿函数，因为显然有 
i / 2 = T 2 ( p ) + U 2 ( q ). 因此线性化的运动方程正是定理中所说的以 L 2 = T 2 - U 2 的拉 
格朗日方程组 口 

例 考虑一个自由度的力学系 



T =- a { q ) q \ U = U ( q ). 


令 q = qo 为稳定平衡位置， 
(图 76). 


dU 

dq 


0 


Q=Qo 


d 2 u 

dq 2 


> 0 


Qo 


图 76 线性化 


由相图可知，对接近于 g = = 0的初值，解是周期的, 

一般说来，周期 T 依赖于初值.由以上两个定理可知 


系 接近于平衡位置恥的振动的周期 r 当振动的振幅减小时，趋向于极限 r 0 




2n/uJoA^o = Wa,b^-(d 2 U/dq 2 ) 


，a = a ( q Q ). 


Q=Q0 


证 对线性化方程组 T 2 = ^ aq \ U 2 = - k 2 (取啪= 0). 拉格朗日方程组 
- UJqQ 对任意初始振幅周期为吓= 27 t/ujo : 


q = c \ cos uJot + C2 sina ； o 亡. 


□ 


E . 小振动 

定义 线性化方程组 = T 2 - U 2 ) 描述的运动称为平衡位置 q = q 0 的小振 
动①. 在一维问题中，数 ro 和称为小 振动的周期和频率. 



例 求位于弦 y = U ( X ) 上的质量为 m(m 
g = l 的重力场中在平衡位置 : r = 

周期. 


= 1) 的珠子在 
0： 0 (图 77) 附近的小振动的 


解 我们有 


U = mgy — U ㈤ ， T = 


1 


du 

dx 


①若平衡位置是不稳定的，我们也会谈到“不稳定小振动”，尽管这些运动可能并不具有振荡 
性质. 





§23. 小振动 
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令邱为稳定平衡 位置： ( dU / dx)\ Xo = 0; ( d 2 U / dx 2 )\ Xo > 0,则小振动的频率 U ； 由下 
式确定： 

因为对于线性化方程组 r 2 = W 2 , 而 C / 2 = \ uj 2 q 2 {q = X - X 0 ). 

问题证明珠子的任意运动不仅是小振动且都等价于一个拉_朗日函数为 L = - V ( q ) 

的一维力学系的运动. ^ 

提示取弦的长为+ 

§23. 小振动 

我们在这里要证明，正在作小振动的拉格朗日动力系统可以分解为 n 个一自由度系统的 
直积. 

A . 关于一对二次型的问题 

我们要更详细地讨论小振动问题.换言之,我们考虑一个动力系统，其中动能位 
能均为二次型,且动能是正定二次型. 

T =^( Aq , q ), U =\{ Bq , q ), qeR n , qeR n . (1) 

为了求积拉格朗日方程组，我们将对坐标作特殊的选择. 

从线性代数中知道， 一对二次型 (4 g ， g )，( Sg ， g ) 若第一个是正定的，可以用同一 
个线性变换把它们同时化到主 轴①.即是说可以选取 Q : 

Q = Cq, Q = (Qi ， ... ， Q„). 

使 { Aq , q ) 成为平方和 （ Q ， Q ), 这里 C 是一个非奇异的线性变换.如果 Q 是这样一 
个 坐标; 则因 Q = 我们有 

T =\ Y,Ql ⑵ 

i=l i=l 

Xi 称为 b 关于 a 的本征值. 

问题证明 s 关于 a 的本征值满足特征方程 

det | B - 入乂 | =0, (3) 

它的根因此都是实的（矩阵 A B 对称而且 A > 0). 

①如果需要，也可以引入一个欧氏构造而以第一个二次型为其数量积，再用一个变换把第二个 
二次型化到主轴,这个变换关于这个欧氏构造是正交的. 
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B . 本征振动 

在坐标 Q 下,拉格朗日方程分解为 n 个独立的方程 

Qi ― —XiQi. ⑷ 


因此，我们证明了以下的 

定理 一个作小振动的动力系统是 n 个作小振动的一维动力系统的直积. 

对于每一个一维动力系统有三种可能的情况： 

第一种情况： A = a; 2 > 0; 解是 Q = Ci cosW + C 2 sinwi (振动). 

第二种 情况： A -0; 解是 Q 二 CV + C 2 t (中立平衡) • 

第三种情况： A = — A : 2 < 0;解是 Q = Ci cosh kt + C2 sinhH (不稳定). 

系设 （ 3) 有一个本征值为正 ： X = lo 2 >0 . 则动力系统可作以下形状的小振动 



Q 


图78本征振动 


q ( t ) = (Ci cos ut + C2 sin 以)迄， 
^ 是相应于 A 的本征矢量（图 78): 

= XA^. 


⑸ 


这个振动是一维运动 Qi = Cl cos LJit + C 2 sin LUit 和平凡运动％ = 0 (j # i ) 
的积. 

定义 周期运动 （5) 称为动力系统 （1) 的本征振动 ，数 a ; 称 为本征频率. 

注 本征振动也称为主振动或标准模式.非正本征值 A 也相应有本征 矢量; 我们也把相应的 
运动称为“本征振动”，尽管它们并不是周期的；相应的“本征频率”是纯虚的. 

问题 证明独立的实本征振动的数目等于位能 \{ Bq , q ) 的最大正定子空间的维数. 

现在可以把结果陈述 如下： 

定理 动力系统 （1) 有 n 个本征振动，其方向关于由动能给出的数量积两两 

正交. 

证由 （2), 坐标系 Q 关于数量积 ( Aq , q ) 是正交的. □ 

C . 分解为本征振动 


由以上定理即知 


系 每个小振动都是本征振动的和. 

本征振动的和一般是非周期的（回忆利萨如图形!) . 









为将一个运动分解为本征振动的和，只需把初始条件 gj 投影到本征方向上再 
解出相应的一维问题 （4). 

因此,动力系统⑴的拉格朗日方程组可以如下解岀.先求形如 g = 的本 
征振动.把它们代入拉格朗日方程组 



即得 


( B - uj 2 A)i = 0. 


由特征方程 （3) 可找到 n 个本征值从=以.相应于它们有 n 个两两正交的本征矢 
量 A /0 时的通解的形状是 


q (t) = ReY,Cj i e i ^ t ^ k . 

k-l 


注 这个结果当某些 A 为重本征值时也对. 

因此，在拉格朗日动力系统中，与一般的线性微分方程组不同，即使对重本征值 
也不会出现形如 t sina ;^ 的共振项. 


D . 例子 

例 1考虑重力场中的两个全同的数学摆，长为 h=h = 1,质量为 m 1 = m 2 = 
1,又设 g ^ l . 设将摆用无重量的弹簧连接起来，其长为悬挂点间的距离（图79)，用 

qi , q 2 表示摆的倾角，这时对于小振动有了= •(赶+拮)， ^( g ? + g | + a(gi -^ 2 ) 2 ), 
其中 \ a { qi - q 2 ) 2 是弹簧的弹性位能.令 

^ Qi + Q 2 ^ Qi - Q 2 

Ql = I ， = 

则 

Qi + Q2 Qi ~ Q2 

于是两个二次型都化到了主轴. 

7" = -(( j ? + 级)， （7 = 4- ^ 2 ^ 2)1 

un = l , u ; 2 = \/l + 2 a (图 80). 所以两个本征振动如下（图叫： 

1 . Q 2 = 0 ,即 gi =仍；两个摆以原有频率 1 作同相位的 振动； 弹簧不产生效应. 

2. Qi = 0,即= - g 2; 这两个摆作反相位的振动，由于弹簧的作用频率变大为 

0J2 > 1 - 

现令弹簧 很软： a 《1,这时会发生一个有趣的效应，称为 能量的交换. 
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Vl+2« 


图79连接的全同摆 





图81连接摆的本征振动 



图80连接摆的构形空间 



例 2 设在初始时刻前这两个摆都静止而只对其中之一给以初速七= t ；. 我们 
要证明在一段时间 r 以后这个摆会变得几乎静止而所有能量都转到了另一个摆上. 

由初始条件知仏⑼=<? 2 ⑼= 0 . 所以 ， Qi = Ci sin t 而 Q2 ^ C2sino ; t , 00 = 
Vl + 2 a » 1 + a ( a 《 1 ) .但 Qi ( 0 ) = 62 ⑼ = v / V ^- 所以 Ci = v / y / 2 ^ C2 = v / u ) y / 2 , 
而我们的解形状为 

qi = ^ (sin t + — sinaJ ^), Q2 = ^ (sin t — — sin cot ), 

2 0J 2 0J 

但因 a 很小，所以 t(l - ( 1 / oj )) sinujt 也很小，略去它即有， 


V 


qi w ^ (sin t + siruot ) = rcose ^ sinu / t ， 


V 


q2 « ^ (sin t — sina ^) = — vcosa/t sinet 
△ 


€ 


U) — 
~ 




a 

2 


U ) « 


a ; + 1 


« 1. 


因为 a 很小，量 e « a /2 也很小， 所以奶 作频率为 a / « 1 的振动而振幅 I ； cos et 
缓慢地变化（图 82). 

经过时间: T = tt /2 £ ^ 7 r/a 以后，基本上只有第二个摆在 振动； 在 2 r 时间后又 
只有第一个摆在振动，仿此以往（这叫做“拍 ”)( 图 83). 

例3考虑用弹性位能为 \ a { qi - q 2 ) 2 的弹簧连接起来的两个不同的摆 （ m 〗 _ 
m2 , /1 /〖 2,5 = 1) 的本征振动（图 84) .当 a - +0或 ct — oo 时本征频率的性状如何? 
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我们有 



图84连接的摆 图85强连接摆的位能 


A 



0 


2 


B 


m 2 l 2 


mill + a —a 
—a rri2l2 + cx 


而特征方程的形状是 


det(B — 入4) = det 


mih + a — Xmil 


2 


—a 


—a 


7712/2 + ot — \ ra2l 


2 

2 


0 


亦即 


— (6q + biOi)X + (cq + c\ol) = 0, 


其中 

a = 

bo = milim2h(h + h), h = mi/f + rri2l\, 

cq = mim2H ci = mill + m2^2- 


这是 ( a , A ) 平面上的一个双曲线（图 86). 当 a — 0时（软弹簧)，频率趋于自由 
摆的频率« 2 = 1^1); 而当 a — oo 时，有一个频率趋于 oo , 而另一个则趋于两个质 
量在同一杆上的摆（图 87) 的本征频率 a ； oc : 



mill + 7712,2 
mill + m2^2 
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图86本征频率对弹簧硬度的依赖性 图87由无限硬弹簧连接的摆的极限情况 

问题研究平面双摆的振动之本征频率（图 88). 

问题求平面上一个质点小振动轨迹的形状，此质点位于一个等边三角形内部，并用相同的 
弹簧连接在顶点上（图 89). 

解这个力学系旋转120°后仍变成其自身.因此，所有方向都是本征方向，而两个本征频率 
相同： = lu ; 2 ( x 2 + y 2 ). 所以，轨迹是椭圆（参照图 2 0) 



图88双摆 


图89有无限多本征振动的力学系 


§24. 本征频率的性态 

我们在这里要证明关于力学系的本征频率在刚度增加并且有约束时的性态的瑞利-柯朗-费希 


尔 （Rayleigh-Courant-Fisher ) 定理. 


A . 刚度变化时本征频率的性态 

考虑一个作小振动的力学系，其动能位能为 

了= ^(^, 4 )> 0 , U= ^(Bq,q) > 0 对一切 q,q^0. 

定义一个具有同样动能但有新的位能 [/' 的力学系，如果对一切 g 均有 R = 

\{B l q,q) > 称为刚度更大 . 

我们希望弄清楚一个力学系当刚度增加时本征频率怎样变化. 

问题讨论一维情况. 

定理 1 刚度增加时，所有本征频率都增加，即是说，若 W < 0； 2 < … 是 
刚度较低的力学系之本征频率，而 4 4 … 4 是刚度较大的力学系之本征 

频率，则 U；i < 0Ji^2 <4,… ， 0； n < 
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这定理几何意义很简单.不失一般性可设 A = E , 即考虑由动能= hq , q ) 
给岀的欧氏构造.于是对这两个力学系将有两个椭 球即： E : (Bq lQ ) = 1^\ E f : 
(B f q,q) = 1. 

很明显有 

引理 1若力学系 tT 比 C/ 刚度更大，则相应的 椭球丑 ' 位于五内. 

很明显还有 

引理 2椭球的主半轴即本征频率之倒数：叫= 1/ ai . 

所以定理1等价于以下的几何命题（图 90). 



图90里面的椭球主半轴较小 



图91线性约束 


定理 2若主半轴为 a \ 彡 a 】 彡…> a n 的椭球包含主半轴为 cl ’ 2 > … 

的椭球，而且二者的中心相同，则里面的椭球主半轴 较小： 

Ql ^ CL-y ? 0,2 ^ ^2? . . ■ ， ^ ^n' 

例 节23例3中连接两摆的弹簧刚度 a 增加时，其位能也增加，由定理1，本 
征频率也增加： dwi/da > 0. 

现在考虑弹簧刚度 a ^ oo 的情况.在极限情况下，两摆是刚性地连接而成为具 
有一自由度的力 学系； 极限本征频率 u ； oo 满足0；! < u；oo < a ; 2 . 

B . 附加约束时本征频率的性态 

回到具有 n 个自由度的一般力学系，并令 r = ^( q , q),u - UBq , q)(q e R n ), 
是这个在作小振动的力学系的动能和位能. 

令 W 1 - 1 c 3 T 是 5 T 的一个 （ n — 1 ) 维子空间（图 91). 考虑一个具有 n - 1个 
自由度 （g € M - 1 ) 的力学系，其动能和位能即 T 和 C / 在 M - 1 上的限制.我们说这 
个力学系是由原力学系附加线性约束而得的. 

令 A < 0； 2 < … w 是原力学系的 n 个本征频率， 

^ 0；2 ^ ^ ^n-l 

是具有约束的力学系的 n - 1个本征频率. 
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定理3 具有约束的力学系的本征频率分隔原力学系的本征频率（图 92): 

U；i ^ ^ 0；2 ^ ^2 ^ ^ ^n-1 ^ ^n-l ^ ^n- 


^1 ^2 ■ • • 

# ① 參 （D - — 

叫 4 w；_i 

图92频率的分隔 图93截面的主半轴分隔椭球的主半轴 

由引理2,这个定理等价于以下的几何 命题： 

定理 4考虑主半轴为 （ 2i 彡 (22 彡…彡 cz n 的72维椭球 E = {q : ( Bq , q ) = 1} 
在过其中心的超平面 : T 1 - 1 上的截面.这个 n - 1维椭球——即截面及——的主 
半轴分隔椭球 E 的主半轴（图 93): 

Cl\ Q,-^ ^ (X2 ^ ^*2 ^ ^ —1 ^ 0/ji _1 > ■ 

C . 本征值的极值性质 

定理 5主半轴为 a 2 > a 2 > > a n 的椭球五 在任意 k 维子空间 M fc 上的截 

面之最小主半轴不大于叫： 



ak = max min a ;. 

{ R k } xeR k nE 

(最大值在主半轴 ai > a 2 彡… > a k 所张的子空间上达到). 

证①考虑主轴 dk ^ 办+1 ^ ^ d n 所张的子空间 R ^ fc +1 . 其维数为 n - A :+ l . 

因此它与任意 R fc 相交.令 o : 为位于椭球 E 上的一个交点则 | M | 彡叫，因为 ； r G 
RTl _ fc +1 又因椭球的最小主半轴之长 Z < | j ; c ||, «必不大于 a fc . □ 

定理2的证明里面的楠球的任一 fc 维截面 ] R fc n 把之最小主半轴不大于 
R k DE 的最小半主轴.由定理5， 


a， k 


max min llxll 

{R k } xeR k nE f 


彡 max min llxll 

{ R fc } xe^ k nE 


dfc . 


□ 


定理 4 的证明不等式 4 < Gfc 可由定理 5 得出，因为在计算叫时是在一个 
更大的集上取最大值.为了证明 O a fc+1 , 用任一 &+ 1维子空间 M fc +1 去截 lET - 1 . 


①想一想 n = 3 ,fc = 2的情形是有用的. 
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截面的维数大于或等于 A :. 椭球 E f nR k ^ 的最小主半轴大于或等于 EnRh 1 的最 
小主半轴.由定理5， 


a k 


max min llajll ^ max min llxll 

{R fc CR n-1 } ^eU k DE f {R fc + 1 CR n } xeK fc+1 H£； / 


^ max min || a ;|| 

{Rfc+iCR n } a?€R fc 十 1 门丑 


叫+1 . 


定理 1 至 3 可直接由上证得出. 


问题 证 明若增加动能而不改变位能 (例如弹簧不变而加大其质量 ), 则每个本征频率均减少. 

问题 证明欧氏空间的一个子空间上的椭球在正交投影到另一子空间上时所有主半轴减小. 

问题 设欧氏空间 5 T 上的二次型 A ( e ) 是参数£：的连续可微函数.证明每个本征频率均可 
微地依赖于 e , 求其导数 

答 令…，、为 A (0) 的本征值.相应于每个重 数为％ 的本征值為有一个子空间 
R Vi . A ( e ) 之本征值在 £ = 0 处的导数等于限制在上的二次型 B = ( dA / dE )\ £ ^ 0 之本征值. 

特别是，若 A ⑼ 之每个本征值均为单重的，则其导数等于矩阵丑在 A ⑼ 之本征基底下的 
对角线元素. 

由这个问题可得，当一个二次型增加时,其本征值也上升，这样可以得到定理1 、 2的新证明. 
问题 若钟上出现了裂纹，其音调怎样变化？ 


§25. 参数共振 

若一力学系中的参数随时间作周期变化，则其平衡位置尽管对参数的每一个固定值是稳定的， 
也可能变得不稳定.使我们能够荡秋千的就是这种不稳定性. 

A . 参数随时间周期变化的动力系统 

例 1 秋千: 相应的数学摆长度随时间周期地变 化：咐 + T ) = 叩 )( 图 94). 

例 2在周期变化重力场（例如由于月球的潮沙作用）中的摆可由希尔 （ Hill ) 方 
程描述 


q = — u ; 2 ( t ) q , uj{t + T ) = u ;(^). 


⑴ 


例 3 悬挂在一点上的摆而该点铅直地周期振荡，也可由形状如 （1) 那样的方 
程来描述. 

对具有周期变化参数的力学系，其运动方程右方是 t 的周期函数.运动方程可 
化为具有周期右方的一阶常微分方程组 


f ( x ， t ), f ( x , t - hT ) = x e M n . 


⑵ 


例如方程 （1) 可化为方程组 


X\ = X 2 
X2 — —UJ 2 Xi 


(t + T ) = cu ( t ). 


⑶ 
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B . 在一周期时的映射 

回顾一下方程组 （2) 的一般性质.用 〆 ： IT 1 — HT 记将一点 x € R n 变为方程 
组 ⑵ 的具有初始条件 p (0) = ® 的解 ( p 在 t 时刻之值 〆: r = p ⑷ 的映射（图 95). 

映射 〆 一 般并不成群， 

9 t+8 ^ 9 1 9 3 ^ "• 

问题证明 〆 当且仅当右方的/不含 t 时才成群. 

问题 若 T 是 f 的周期，证明 g T+s = g s • g T , 特别有= { g T ) n , 因此映射 ( g T ) n (n 
为整数）成群. 

映射 g T : R n ^ R - 以下会起重要作用，我们称它为一周期时的映射，并记作 


A:R n M n , 乂①⑼ = x{T). 


例方程组 

{ Xl = X 2 与 \xi=Xi 
X2 = [ X2 = —X2 

可以认为是具有任意周期 T 的，映射乂是一旋转或一双曲旋转（图 96). 



图 96 旋转和双曲旋转 


定理 1.点 xo 为映射 A 下的不动点 (Axo = x 0 ) 当且仅当具有初始条件 
x (0) = x 0 的解是周期: T 的周期解. 
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2. 周期解 x(t) 为李雅普诺夫稳定（渐近稳定）当且仅当映射4的不动点 x 0 为 
李雅普诺夫稳定（渐近稳定)①. 

3. 若方程组 （2) 是线性的，即 f(x,t) = / ⑷ a : 是; r 的线性函数，则 A 是线性 
映射. 

4. 若 （2) 是哈密顿方程组，则 A 保持体积： det 乂 = 1. 

证 (1),(2) 可由关系式 g T+s = 9 s A 得出 .(3) 可由线性方程组的解之和仍为其 
解得出 .(4) 可由刘维尔定理得出. 口 

我们将把这个定理用于对应于方程⑴或方程组 （3) 的相平面 {( xi , x 2 )} 到其 
自身的映射 A 因为⑶是线性的哈密顿方程组(孖=^ 我们 得出： 

系 映射 A 是线性的而且保持面积 (detA = 1). 方程⑴的平凡解当且仅当乂 
为稳定时才是稳定的. 

问题证明平面的旋转是稳定的映射，而双曲旋转是不稳定的. 


C . 将平面映到自身且保持面积的线性映射 


定理令乂为平面到其自身而且保持面积的线性映射之矩阵 （detA = 1 ) .若 
|tryl| < 2, 映射义是稳定的，若 |tr 川 > 2 则它是不稳定的 (tr^ = a n -h a 22 ). 

证 令 A l5 A 2 为 >1 的本征值.它们满足特征方程 A 2 - (tr^)A + 1=0, 其系数 
是实的，而且 Ai + A 2 = tr^l, Aj • A 2 = det^ = 1 .当 |tr 川 > 2 时这个实二次方程的根 
A l5 A 2 是实的，而当 |tr>l| < 2 时是复共轭的. 

在第一个倩况下一个本征值绝对值大于1，另一个绝对值小于1;映射 A 是双曲 
旋转从而是不稳定的（图 97 ). 

在第二个情况下，本征值都在单位圆周上（图 97 ): 

1 = Ai . 入 2 = Ai • Ai = |Ai| 2 . 

映射4等价于旋转角 a (这里 A 1)2 = e ±ia ), 即可通 
过适当选择平面坐标系而化为旋转，故为稳定的 .口 

这样,关于形状如⑴的方程之平凡解稳定性 
的每个问题都化为计算矩阵 A 的迹的问题.不幸的 
是,只有在一些特殊情况下才能把迹显式地算岀来. 

通过在区间0 < * < r 上对方程作数值积分总可以近似地找到迹.在 a ; ⑷接近于常 
数这个重要的情况下，一些一般的论证是有助的. 


①4的不动点吻是李雅普诺夫稳定(或渐近稳定） 是指: Vs > 0,35 > 0使若|«-* 0 |<<5,则对一 
切 n ,0 < n < oo , \ A n x — A n * o | < e (或当 n — oo 时， A n * — A n xo —+ 0). 
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定义 一线性哈密顿方程组的平凡解称 为强稳定的， 若不但它自己是稳定的，而 
且每一个充分接近的线性哈密顿方程组之平凡解也是稳定的.① 

由上面的两个定理即得 

系 若 | tr 4|<2, 则平凡解是强稳定的. 

证若 | tr ^| < 2,则相应于充分接近的方程组的映射 W 也有 | tr ^| < 2. □ 

现在将它应用于具有几乎常系数（系数只有微小变化）的方程组.例如考虑方程 

x = + ea ( t )) x , e 《 l . (4) 

其中吨+ 2 tt ) = a ⑷，例如， _) = cost (图 98) (这是一个摆，其频率在 a ; 附近作振 
幅很小而周期为 2 tt 的振动) .® 

我们把每一个 （4) 这样的方程组用参数> 0的平面上之一点来表示.很清 
楚，具有 | tr ^| < 2的稳定方程组构成 ( u ;, £ ) 平面上的一个 开集; 具有 | tr ^| > 2的不 
稳定方程组亦然（图 99). 




图98瞬时频率作为时间的函数 图99参数共振带 



稳定性区域边界的方程是 | tr 4 = 2. 

定理 a ; 轴上所有的点，除整数与半整数 u ; = A ;/2， A : = 0, l ，2... 外，都对应于强 
稳定方程组 （4). 

所以不稳定方程组只有在点 a ; = fc /2 处趋近 u ; 轴.换言之，通过使长度作周 
期性的小变化来荡秋千只有在长度变化的周期接近于半整数个本征振动周期时才可 
能——人们对这件事早就有了经验了. 

以上定理的证明基于这样一 件事： 当 e = 0时，方程 （4) 具有常系数因此显然 
可解. 

问题对于方程 （4) 当 e = 0时在周期 T -2 tt 处计算变换力的矩阵，以 z 和 i : 为基底时 
的矩阵. • 

①两个具有周期系数的线性方程组 ; i = 历⑴®^ = B 2 ( t ) x 的距离定义为算子历⑴和 B 2 ( t ) 
之距离对 t 的最大值. 

® a ( t ) = cost 时,方程⑷称为马蒂厄 ( Mathieu ) 方程. 


解法 通解是 

x = ci cos u)t + C2 sin ujt . 

具有初始条件 x - l,x = 0 的解是 

x = coswt , x — — usmut . 

具有初始条件 x = 0, x = 1 的解是 

x = — sin x = cos cot . 

OJ 

答 

( cos 27 tlo — sin 2 nu 
—uj sin 27 tcj cos 27 toj 

因此，若 o;〆 A :/ 2 ， A ; = 0,1， … | tr 川二 |2 cos 2 tt ^| < 2, 而由前定理之系即得定理 
之证. 

经过更仔细的分析 ® 可证， 一 般说来（包括 a ( t ) = cost 在内)，不稳定区域（图 
99上之阴影区域）事实上只能在 w = Jb /2, A = 1,2, ... 处接近 o ; 轴. 

这样， 当心 k /2, fc = 1，2,…时理想秋千 （4) 的最低平衡位置是不稳定的，对 
其长度作周期性的任意小变化就能使它荡起来.这个现象 叫参数 共振.它的一个特 
征性质是，当参数 〃(在 方程 （4) 中 V = 1) 变化的频率二倍于本征频率时共振最强. 

注理论上说，可以在无穷多个情况下，即 a ;^ sfc /2 ，fc = l ,2, …观察到参数共振.但在 
实践上，通常只在 / c 很小时才能观察到 （ fc = l ，2 ,fc = 3 时就少见了).其理由 如下： 

1. 对于大的 fc , 不稳定区域在一个很窄的“舌头”上趋向^轴，共振频率必须适合很严的界限 
(当 a ( t ) = cost 时，为〜 e fc ，若 a 是 d 次三 角多项式时，则为〜这里 m = — [—/ c / a ])— 不小于 
k / d 的最小 整数; 若 （4) 中的 a 是通有的 （ generic ) 解析函数时，则第 fc 个共振区域的宽度之量级 
是 e 6 k , 其中 |0| < 1. 例如可以参见 B . M . ApHOJib ^, 3 aMenaHHH O TeopHH Bo 3 MymeHHn 只皿 
Tuna Ma * n > e (关于马蒂厄型问题的摄动理论之注记), YMH , 1983, T .38, No .4, 89〜 203. 



2. 因为 | trA | - 2很小而本征值对大的 fc 又很接近于1，所以不稳 
定性本身就很弱. 

3. 只要有任意小的摩擦，则振幅必须达到某个最小值参数共 
振才会开始（若 e 小于它，振动将会衰减至 0) .当 fc 增加时， q 迅速 
增加（图 100). 

我们也要注意，对于方程（4)， r 的大小在不稳定情况下会无限 
增大. 

在实在的力学系中，振动只能达到有限振幅，因为对大的 x , 线性 



图100摩擦对参数共振 
的影响 


方程 （4) 本身已失去作用，必须考虑非线性效应. 


® 例如参看下面分析的问题. 
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问题求以下方程所描述的力学系在平面上的不稳定区域 

无= - f 2 ( t ) xj ( t ) = + £ 0< t <7 T ， e 《 l ，/( t + 2? r ) = /⑴ 

LO — € IT <t <2ir 

解由前一个问题之解知 4 = ，其中 


Ak 


Ck 


Sk 


OJk j ， Cfc = COS7TO ； fe, Sk = sin 7TU)ky k = ly 2;(Ji,2 = cj ± e 
—UJkSk Ck 


因此，不稳定区域的边界方程为 


| trA | 


2CiC 2 - I — + — I 5iS 2 


因 e 《1，我们有 o ； i / u ；2 


(4； + £ 

u ) — e 


0J2 Cc?i 


«1. 引入记号 


2. 


(5) 


^ + ^ = 2(1 + A ). 

U )2 0 J \ 

于是，容易算出 △ = (2 e 2 / u ; 2 )+0( e ： 4 ) 《 1. 利用关系式 2ciC2 = cos 2 ire + cos 27 ra ;, 2 siS2 
cos 2 tts — cos 2 nu; J 可将方程⑻重写为 


A cos 2 n € + (2 + △) cos 2 tto ; = 土 2 


亦即 


^ 2 + △ cos 2tt€ 

COS 27TLO = ---:- ， 

2 + △ 

(6 a ) 

^ — 2 + A cos 27 T 6 

cos 2tto; = ---7- . 

2 + A 

(6 b ) 


在第一个情况下 cos 27 ra ;« L 因此我们令 


UJ 


fc + a ， | a | 《1， cos 2 ttu = cos 2 ?ra = 1 — 2 n 2 a 2 + 0( a 4 ) 


我们可将方程 （6 a ) 重写为 


COS 27T0J = 1 


A 


2 +A 


(1 — cos 2? re ), 


故有 27 r 2 a 2 + 0( a 4 ) = An 2 e 2 + 0( e 4 ). 

以 △ = (2 e 2 / u 2 ) + 0( e 4 ) 代人上式，我们得到 


a = ±^2 + o ( e 2 )， 即 a ; = fc 士 g + o ( e 2 ) 


方程 （6 b ) 可以类似 解出； 结果是 


€ 


a; = fc + — ± — > 1 、 

2 7 T ( fc + 5 ) 


+ o ( e ). 


所以解答如图 101 所示. 


§25 - 参数共振 
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图101 / = u ; 士 e 时的参数共振区域 图102具有振动悬挂点的倒立摆 


E . 具有铅直振动的悬挂点的倒立摆的稳定性 


问题 一个摆的最高平衡位置通常是不稳定的，若悬挂点在铅直方向上振动，能否变得稳定 
(图 102)? 

解 令摆长为/，悬挂点振动之振幅悬挂点振动周期为 2 r , 再设在每一个半周期中 
悬挂点的加速度为常数士 C (于是 C = 8 a / r 2 ). 结果是若悬挂点振动足够快 （ t 《1)，最高的平衡 
位置变成稳定的， 


运动方程可以写成 i = ( a ; 2 土 d 2 ) x ( 每过了一段时间 r ， 符号就变一次).其中 a ; 2 = g / l , d 2 = 
c / L 若悬挂点振动足够快，则/ > uj 2 { d 2 - 8a / lr 2 ). 

和上题一样 ， A = A2 - A1 , 其中 




chfcr 


—shkr 

k 


kshkr chkr 


A2 


cos Qr 


— sin Qt 

& L 


—Qsin Hr cosQr 


fc 2 = d 2 + 2 


U ) 


n 2 = d 2 


UJ 


2 


于是稳定性条件 | trA | < 2 现在成为 


2chkr cos Qr + 



k 

n 





sh/cr sin Qr 


< 2 . 


⑺ 


我们将证明，若悬挂点振动充分快，即若 C > g , 则此条件是满足的.引人无量纲变量 

j = £ 2 < 1, ^ <c 1. 

I C 

于是 


kr = 2y/2ey/\ + fi 2 Ctr = 2y/2eyjY — 11 2 


k Q 

H~k 


/l + M 2 

V 1 -# 


]] tT $ =2 ^ + 0 ^ 
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因此，对于小的 e 和 M 我们有以下的展开式,而误差为 oO 4 + 〆 ）: 


8 

chkr = 1 + 4e 2 (l -f fi 2 ) + - £ 4 + … ， 

g 

cos Qr = 1 — 4e 2 (l — 〆） + + …， 



shfer sin Qr = 16 e 


2 2 



于是稳定性条件 （7) 的形状成为 

2 (1 — 16e 4 + 导 e 4 + Se 2 fi 2 + ...)+ 16e 2 〆 2 < 2. 

略去高阶项即得蠢 16 e 4 > 32 eV ， 即 M < y | e ， 亦即 p/c < 孕.这个条件可以重写为 

N > ^^¥ L a ' ( yi W 。. 31 ). 

这里 AT = 1/2t 是悬挂点在一个单位时间里的振动 次数. 例如若摆长丨为加 cm , 悬挂点的振幅 
为 a=l cm , 则 _ 

JV> 暮/^^20«31(次/秒). 

例如，若悬挂点的振动频率大于每秒50次，则摆的最高位置是稳定的. 



第六章刚体 


在本章中我们要研究一些很特殊的力学问题.这些问题传统地包含在经典力学 
课程中，首先是因为它们是由欧拉和拉格朗日解决的，也是因为我们生活在三维欧 
氏空间中，所以我们会遇到的具有有限自由度的力学系，绝大多数是刚体组成的. 

§26. 在动参考系中的运动 

我们将在本节中定义角速度. 

A . 动参考系 

考虑在坐标系 K 中以拉格朗日函数 L ( qj ， t ) 描述的运动.换到一个动参考系 
(坐标系 ) Q = Q ( q , t ) 时常是有用的. 

为了在动参考系中写出运动方程，只需在新坐标系中写出拉格朗日函数即可. 

定理 若拉格朗曰方程盖 (_) =_的轨道⑷在局部坐标系 Q ，（ 

中写成 j Q = 少 ⑴ (Q = Q ( q , t )), 则函数伞⑷适合拉格朗日方程 didV / dCD/dt = 
dVjdQ , 这里 L f ( Q ， Cl ， t ) = L { q , q , t ). 

证 轨道 7 是驻定曲线: 5 / L ( q , q , t)dt = 0. 所以 S J L \ Q , Q , t)dt = 0, 而 伞⑷ 
适合 L ' 决定的拉格朗日方程 . 7 7 □ 

B . 运动，旋转和平动 

我们特别要考虑 g 是一点相对于一个惯性系 A ; (称为恒定系）的笛卡儿动径矢 
量，而 Q 是同一点相对于一个动坐标系 K 的笛卡儿动径矢量这一重要情况. 
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定义 设 fc 和 k 是有向欧氏空间 . K 相对于 a ： 的运动就是一个光滑依赖于 t 
且保持度量和定向的映射（图 103): 


Df I K 一 > k. 


定义 运动 A 称为旋转若它将 K 之原点变为 fc 之原点，即 D t 为线性算子. 

定理 每个运动均可唯一地写为一个旋转 B t •• K — k 和一个平移 C t :K ~^k 
之组合： 

D t — C t B t . 

这里 Qg = g + r(t), (g,r e k ). 

证令 r(f) = D t O ， B t = 67 1 A ， 则玖 0 = 0. □ 

定义 运动 A 称为平动，若相应的映射 B t : K -^ k 不依赖于 时间： B t = Bo = 
B , D t Q = BQ 4 - r ⑴. 

我们将称 A; 为恒定参考系， K 为动参考系， g(t) e fc 为一动点相对于恒定参考 
系的动径矢量，若 


q ( t ) = D t Q ( t ) = B t Q ( t ) + r ( t ) 


⑴ 


(图 104), 则 Q ( t ) 称为该点相对运动参考系的动径矢量. 




S 103 运动 D t 分解为旋转氏和 


平移之积 


图104 —点相对于恒定参考系 （ g ) 和 
动参考系的动径矢量 


注不要把 B t Q ( t ) e fc 与 Q ⑺ e K 混为一谈，它们位于不同的空间中！ 

C . 速度的相加 

现在我们将把“绝对速度”4用相对运动 Q ( t ) 及参考系的运动表示出来.在 
(1) 中对 t 求导即得速度相加的公式 

q = BQ - hBQ - hr . (2) 

为了弄清楚 （2) 中三项的含义,我们考虑以下的特殊 情况： 平动情况 ㊉ = 0). 
这时式 （2) 给出 4 A 换言之我们证明了 


. 在动参考系中的运动 
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定理 若动坐标系 is ： 对 A : 作平动，则绝对速度等于相对速度与坐标系 K 的运 
动速度之和： 

v = - vo , (3) 

t ； = g e fe 为绝对速度， 

v f = : BQe A : 为相对速度 （与 6 G 尺 不同! )， 

v 0 = re A : 是动坐标系的运动速度. 

D . 角速度 

在 K 作旋转时，相对与绝对速度的关系就不这么简单了.先考虑此点在 K 中 
静止（即0 = 0) 而夂旋转（即 r = 0) 的情况.这时点的运动 g ⑻称为牵连旋转. 

例 具有常角速度 wek 的旋转 .令 U 、 i ) : k — k 为空间绕 uj 轴转过一个角 
| u ;| t 则 B ( t ) = U ( t ) B {0 ) 称为 尺具角速度 w 的匀角速旋转. 

显然，这时点 g 的牵连运动可由以下公式给出（图 105)： 

钃 

现在转到 X 作旋转 (r = 0 ,Q = 0) 的一般情况. 

定理 在每一时刻 t 均有一矢量 u ;( t ) eA :， 使牵连速度可由 
以下公式给出 

々 =[u; ， g ]，Wq e k. 

矢量 u ? 称为瞬时角 速度; 显然它由 （4) 式唯一地决定. 

系 设刚体尺绕空间 fc 中一个恒定点 O 旋转.在每一时刻均有一瞬时旋转 
轴——即该刚体中一过 O 的直线而在该时刻此线上各点的速度为 0. 其他各点的 
速度均垂直于此直线且与该点到此直线的距离成正比. 

k 中的瞬时旋转轴由矢量^决定;在 k 中相应的矢量记作 n = B~ l u 
称为刚 体中的角速度矢量. 

例 地球的角速度自地心指向北极；大小为 2 tt /3600 x 24 s - 1 « 7.3 x 10_ 5 s - 1 . 

定理的证明 由⑵有 

q -- BQ . 

因此，若 Q 用 g 表出，将有4 = BB^q = Aq , 其中4 = BB~ X : k — k 是 k 上的线 

性算子. 

引理 1算子 A 是反对 称的： A f A = 0. 

证 因为 B : K — A : 是从一个欧氏空间到另一个的正交算子，其转置即 其逆: 
B f = B ~ 1 : k ^ K . 将关系式 BB f = E 对时间求导，有 

BB f + B & = 0,即右 J 5- 1 + { BB - 1 ) 1 = 0. 



□ 
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引理 2三维有向欧氏空间中的每一个反对称算子都是与某一固定矢量之矢 
量积： 

Aq = [ u ;, g ], 对一切 g € M 3 . 

证由 R 3 到 R 3 的所有反对称算子构成一个线性空间.它的维数为3,因为 
3 x 3 反对称矩阵可由其主对角线下方的三个元素决定. 

与固定矢量 U ； 作矢量积也是线性反对称算子.所以，所有的乘以某一矢量的 
矢量积的这些算子构成反对称算子空间的一个线性子空间. 

这个子空间的维数也是 3. 所以矢量积子空间即一切反对称算子之空间. □ 

定理的证明之完成 由引理1与2 


q = Aq = 




□ 


在笛卡儿坐标中算子4可用反对称矩阵来表示，其元素记作±0；!, 2)3 : 


A = 



OJ 3 


—OJS ^2 
0 —coi 


、 —0/2 



用此记号则矢量 o ; = uJieiLU 2 e 2 + coses 是对应于本征值 0 的本征矢量.将>1作用 
到矢量9 + Q 2^2 + Q 3 e 3 - t ? 经直接计算可得 


M = 


E . 牵连速度 

纯旋转运动的情况 

今设坐标系欠旋转 （r = 0), 而一点在 K 中运动 （0 # 0). 
由 （2) 可得（图 106) 

q = BQ + BQ = [ a ?, q ] -f v f . 

图 106 速度的相加换言之,我们证明了 

定理 若动坐标系瓦对0 € 作旋转，则绝对速度等于相对速度与牵连速度 
之和： 

V = v / + v n , 

这里 



v ^ q e fc 是绝对速度， 

v f ^ BQe 々是 相对速度， 

v n — BQ = [ aj , q ] E /c 是旋转的牵连速度. 



§27. 惯性力与科里奥利力 
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最后， 一 般情况可以化为上述的两个情况，只要我们取一个辅助的参考系 
它对 A : 作平移而 K 对它绕 0 € 旋转.由公式 （2) 可见 

V = I /十 Vn 十 Vo , 

其中 

v = q £ fc 是绝对速度， 

v f = BQ e fc 是相对速度， 

v n = BQ = [ u,q - r ] e fc 是旋转牵连速度， 

而 v 0 = re fc 是动参考系的运动速度. 

问题 证明刚体的角速度不依赖于刚体内动坐标系原点的选取. 

问题证 明刚体最一般的运动是螺旋运动， 即由绕某轴旋转角 VP 并沿此轴平移 h 合成. 

问题桌面上有一块表,求表针（岣相对于地 ,( b ) 相对于一个惯性参考系的角速度. 

提示现有三个坐标系与 K 2, 因为 

(E -f- Ait + … )(E + >12^ + . *.) = E + (Ai -f- A2)t + '.. 

所以对 fc 的角速度等于对的角速度加上 K 2 对的角速度. 

§27. 惯性力与科里奥利力 

在非惯性系中的运动方程与在惯性系中的运动方程相差一项称为惯性力.这使我们能用实验 
觉察出一个参考系（例如地球的自转）之非惯性系性质. 

A. 平移运动的参考系 

定理 在一个对惯性系 A ; 作平移的参考系 仄中， 力学系的运动有如在一惯性系 
中运动一样，不过每个质量为 m 的质点都得到一个附加的“惯性力 ”： JF = - mr,r 
是参考系 ii ： 的加速度. 

证 若 Q = q - r ⑴，则 - mf . 参考系 K 平移的效 
果归结为出现了一个外加的均匀的力场 - mW ， W 是 K 的原点对 
k 的加速度. 口 

例 1火箭在起飞时得到一个向上的加速度（图 107). 因此连 
接在火箭上的参考系 K 不是惯性系,火箭内的观察者例如可用一个 
挂了重物的弹簧来探测出力场 mW 的存在并量出惯性力.这时，惯 
性力称为超重. 



图 107 超重 
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例 2人从阁楼上跳下时有一向下的加速度$因此惯性力与重力之和为零;挂 
了重物的弹簧表明这时任何物体的重量为零,这个状态称为失重.完全同样,在卫星 
的自由弹道飞行中也能看到失重现象，因为惯性力与地球重力抵消_ 


例 3若摆的悬挂点的加速度为 Wit ), 则摆的运动好像重力 g 是变动的，即为 


9-W(t). 

B . 旋转的参考系 

若 B t K — k 是参考系 K 对于恒定参考系 A : 的旋转.用 Q ( t ) e K 记动点在 
动参考系中的动径矢量，= B t Q { t ) e k 为它在恒定参考系的动径矢量_和节 26 
一样，用 D 记动参考系中的角速度矢量.我们假设点 g 在 fc 中的运动服从牛顿方程 

mq = /(g ，々 ). 

定理 在旋转参考系中的运动有如在惯性系中的运动一样，但对每个质量为 m 
的动点有三个外加的惯性力： 

1. 旋转惯 性力： m [ aQ ], 

2. 科里奥利 （ Coriolis ) 力： 2 m [ fi , Q ], 

3. 离心力： 

于是有 

mQ = F - m [ n , Q ] - 2m[fl, Q] - m [ S 7, [0, Q ]]. 

这里 

BF(Q J Q) = f(BQ,(BQ)). 


第一个惯性力只有在非匀速旋转中才能观察到.第二、三 
个甚至在匀速转动时也会出现. 

离心力（图 108) 总是指向瞬时转动轴 S 7 外方； 大小为 
| M 2 r ， r 是到轴的距离.这个力不依赖于相对运动的速度，它 
图 108 离心惯性力 甚至作用在静止于参 考系欠 中的物体上. 

科里奥利力依赖于么在北半球，它使沿地面运动的每个 
物体向右偏转，使落体向东偏转. 

定理的证明 我们要注意对任意矢量 X 6 K ^ bX = 事实上，由节 

26, 5 X = [ u ;, x ] = [ Bn . BX ]. 它应该等于 B [^ X ], 因为算子 J 5 保持度量与定向 
不变，因此也保持矢量积. 

因为 g = SQ , 我们有 q^BQ + BQ = B(Q + [ n , Q }). 再微分一次，我们得到 
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q = B(Q + [n,Q]) + B(Q + [17,Q] + [tt,Q]) 

= B([fi,(Q + [n,Q])] + Q + [^Q] + [^Q]) 

= B(Q + 2[Q, Q] + [O, [H, Q]\ + [S7, g]). n 

(我们又用了一次关系式右 X = B [ n , X )] 这一次取 X-Q + [ fi , Q ].) 

我们要更仔细地考察一下地球的自转对实验室中的实验的影响.因地球的自转 
实际上是匀速的，可取 = 在赤道上离心力最大为 n 2 p/g ^ (7.3 x 10- 5 ) 2 x 6.4 x 
10 6 /9.8 e 重量的 3/1000. 在实验室范围内它几乎不变，要想观察到它就必须走一个 
相当大的距离.所以，在实验室范围内地球的自转只以科里奥利力的形式岀现:在与 
地球相连接的参考系中，我们有相当精确的关系式 

^■(mQ) = mg + 2m[Q, ft] 
at 

(离心力已算在 g 中) • 

例 1 一个石块落入（初速为 0) 与列宁格勒同纬度的250 m 深的矿井中.它将 
偏离铅直线多少？ • 


我们可以用下面的办法来求解方程 

Q = 9 + 

而令州《1.令（图 109) 

Q — Qi + Q21 

Q 2(0) = Q 2(0) = 0而 Qi = Qi ⑼+ gt 2 /2. 于是对于 Q2 我们有 





Qi(t) 


图109下落的石 
块被科里奥利力 
偏转 


Q 2 = 2[ 9 t , n ]+0( fl 2 ), 

纟3 2f 1 

Q2 ^ « — [ h , f 2], h = - gt 2 . 

由此易见石块的落点将偏东 

2 . 7 1 

—|/i||r2| cos A w —— - 250 • 7 • 10" 5 - -m « 4cm. 

o o Jd 

问题在列宁格勒铅直向上发射导弹到一公里髙度，科里奥利力将使它落回到离发射场多 

远处？ 
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例2 (傅科 （ Foucault ) 摆).考虑理想摆的小振动并计人科里奥利力.令 e x , e y 

与为与地球相连的坐标系的轴， e z 向上， q 与 e y 在水 
平面上（图 110). 在小振动近似范围内 ， S = 0( 与 i ：， ☆比 
较)，所以科里奥利力的水平分量是 2 myn z e x -2 mxn z e y . 
由此可得运动方程为 

图110研究傅科摆运动的坐 
标系 




j x = —uj 2 x + 2 yQ z (ri 2 = |r2|sinA 0 ， A 0 为炜度） 

== ~ oj 2 y - 2 xVL z 

若令 x + iy ：= o ;, 则 J = ± + 印 ，① =S + 印，上面的两个方程可以化为一个复方 

Co + 2 iQ , z u ; + co 2 lj = 0. 


求解，令 w = e W + 2in z X + o ; 2 = 0, A = -iVL z ± i^n 2 z +uj 2 . 但巧《 o ; 2 , 所以 
yjnl + a ; 2 = a ; + OiSll ), 略去 即得 


A « — i ^ t z i iuj ， 


而以相同的精密度有 

^^e-^^cie^ + cse-^). 

n z ^ o 时即得通常球面摆的谐振动.我们看到科里奥 
利力的效应归结为整个图像以角速度旋转，这里仏= 

\Q \sin Ao - 

特别是,若初始条件相应于平面运动 （ y (0) =纟(0) = 0)， 振 
动平面将以角速度相对于地球参考系旋转（图 111). 

在两极，振动平面每 24 小时转一周（而相对于不随地球旋 
图 in 傅科摆的轨迹转的参考系则是不动的).在莫斯科的纬度 （56。） 上,振动平面 

每 24 小时转 0.83 周，即每小时转 12.5。. 



问题河的流速为 3 km / hr . 河流弯曲的曲率半径应有多大，地球自转的科里奥利力才能大 
于河流的离心力？ 

答对于中等宽度的河流曲率半径至少是10 km 的数量级. 

这个问题的解答解释了为什么北半球的大河（例如伏尔加河中游）会冲刷其右 
岸，而以小半径急转的河流如莫斯科河会冲刷在河曲外侧的一岸. 


§ 28 . 刚体 


§28. 刚体 

我们将在本节中定义刚体及其惯量张量、惯量椭球、惯量矩与惯量主轴. 


A . 刚体的构形流形 

定义 刚体是受到一个完整约束的质点组，这约束就是质点组内各点的距离 
不变： 


一 ~ Tij ~ 吊数 . （ 1 ) 


定理 刚体的构形流形是一个六维 流形： R 3 x SO (3)( 即三维空间 R 3 及其旋转 
群 50(3) 之直 积)， 但要设刚体中有三点不在一直线上. 

证设心, ❿是刚 体中不在一直线上的三点.考虑一 
个右手标准正交标架,第一个矢量的方向是& - ^第二个则 
在 X \ X 2 Xz 平面上与： c 3 同侧（图 112) .由 | a：i - 卜 rij(i = 

1,2,3) 可知，刚体内各点的位置完全由 xi , x 2 , x 3 的位置决定， 

而后者又由标架的位置决定.最后 R 3 中的标架的空间是 E 3 x 
50(3), 因为每一个标架都可以从一个固定标架由旋转和平移形 
而得 ®. □ 

问题 求所有点均在一直线上的刚体的构形流形. 

答 R 3 x S 2 . 

定义具有固定点0的刚体是一质点组，它除受条件 （1) 的约束外，还受条件 
xi = 0 的约束. 

显然，它的构形流形是三维旋转群 50(3). 

B . 守恒律 

考虑一个自由刚体在其惯性下的运动，而没有外力场.可以用空间船的滚动作 
为（近似的）例子. 

这个质点组容许一切 平动: 这不会改变拉格朗日函数.由诺特定理,应存在三个 
首次 积分： 即动量矢量的三个分量.所以我们证得了 

定理 在刚体的自由运动中，其质心作勾速直线运动. 

现在我们可以考虑一个惯性参考系使得质量中心在其中是恒定的。这时我们有 

系自由刚体绕其质心旋转好像质心固定在一个恒定的点 a 

这样，问题化成了一个具有三个自由度的问题，即刚体绕固定点0运动的问题. 
我们将更详细地讨论这个问题（不必设0为刚体质心). 

①严格说来，刚体的构形空间是 R 3 x 0(3), R 3 x 50(3) 只是这个流形的两个连通分量之一，这两 
个分量对应于刚体的两种定向. 
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拉格朗日函数容许一切绕 o 的旋转.由诺特定理存在三个相应的首次积 分：角 
动量矢量的三个分量.质点组的总能量 E = T 也守恒（这里它等于动能).因此，我 
们证明了 

定理在刚体绕恒定点0运动的问题中，若无外力，必有四个首次 积分： M x ， M y , 
M z 和 E . 

由此可以不需计算即得一些定性的结论. 

刚体的位置和速度由六维流形 TSO (3) ——构形流形 50(3) 的切丛上之一点 
决定.首次积分 M x , M y , M z 和五是 TSO (3) 上的四个函数.可以验证，在一般 
情况下（即刚体没有任何特殊对称性时)，可证明这四个函数是独立的.因此这四个 
方程 


M x = Ci , M y = C2 , M z — C3 , E = > 0 

定义了六维流形 TSO ( S ) 的一个二维子流形 

这个子流形是不变的：若运动的初始条件给出了 K 上一点，则在整个运动时间 
内， TSO {3) 中相应于刚体位置和速度的点总在 K 上. 





113二维紧连通可定向流形 


因此 R 容许一个切矢量场（即 TSO ( Z ) 上运动的速度 场)； 若 C 4 > 0,这个场 
不会有奇点.此外，容易验证 V c 为紧的（用五）以及可定向的（因 TSO {3) 可定 
向)•① 

在拓扑学中证明了,连通的可定向紧二维流形（图 113) 只能有带有 n(n > 0) 个 
柄的球面.其中又只有环面 （ n = 1) 才具有无奇点的切矢量场.所以不变流形 V ； 是 
一个（或几个）二维环面. 

我们以后会看到可以在此环面上取角坐标 ifu < P2 ( mod 2 tt ) 使由 V ； 上一点表 
示的运动是由方程组 < Pi = coi ( c )^ 2 = uJ 2( c ) 给出的. 

①以下的论断都容易^ 

1 . 令 / i ，. . . ，/fc : M — R 均为可定向流形 M 上的函数.考虑由方程 fi = ci ， …， f k = c k 给出 
的集 V . 设 A ，…，九的梯度在各点均线性无关，则 V 可定向. 

2. 可定向流形的直积可定向. 

3. 切丛 TSO (3) 是直积 R 3 x SO ⑶.切丛为直积的流形称为可平行化.群 SO ⑶(和一切李群一 
样）是可平行化的. 

4. 可平行化流形是可定向的. 

由1 〜 4可知， SO (3), rSO (3) 和 R 都是可定向的. 
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换言之，刚体的旋转可用两个一般具有不同周期的周期运动叠加 而成： 若频率 
^与^不可通约，刚体就永不会回到原来的运动状况.频率0；1,0；2的大小依赖于 
初始条件 C . 


C. 惯量算子 1〉 

现在我们进到定量的理论并且引入以下记号.令为一恒定坐标系， K 为随刚 
体绕定点0旋转的坐标 系：在 K 中刚体是静止的.欠中的每个矢量均由算子 B 送 
到 fc 中 . K 和 A : 中的相应矢量将用相同的字母表示； K 中的用大写字母， fc 中的用 
小写.因此例如有（图 114) 

q e k 是一点在空间中的动径矢量 ； Q e K 是该点在刚体中的动径矢量 ， g = 
BQ]v = qek 是一点在空间中的速度 矢量； VeK 是刚体中的同一矢量= BV ; 
cvek 是空间中的角 速度； neK 是刚体中的角速度 ， u = Bn ； mek 是空间中的 
角动量 ; M GK 是刚体中的角动量 , m = BM . 

因算子 B : K — k 保持度量和定向，它也保持数量积和矢量积. 

由角速度的定义（节 26), 

v = [u),q\. 

由质量为 m 的质点对0点之角动量之定义， 

m = [q, mv] = m[q, [ u ;, q ]]. 

所以 

M=m[Q, [f2,Q]]. 

因此，必存在一个变 n 为 M 的线性算子 



图114刚体中 
一 点在空 间中的 
动径矢量、速度 
矢量、角速度和 
角动量 


A ： K^K, = 

这个算子仍依赖于刚体中的点 （ Q ) 及其质量 （ m ). 

引理算子4是对称的. 

证 由于 ([ a ,6], c ) = ([ c , a ],6), 故对 K 中任意 A ■与 Y 有 

(AX,Y)^ m([Q,[X,Q]],V) = m([Y, Q], [X, Q]). 

最后一式对叉和 F 是对称的. 口 

将上式中的 X 和 Y 均代以角速度矢量 A 并且注意到 [fi,Q ] 2 = F 2 == r 2 , 我 
们得到 


D 时常称为惯量张量. 一 英译者注 
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系 刚体中一点的动能是角速度矢量的二次型， 即有： 

T=^(AQ,Q) = ~(M,n). 

对称算子 A 称为点 Q 的惯 量算子 (惯量张量). 

若刚体由许多质量为_的点仏构成，求和后即得 

定理 刚体对恒定点 O 的角动量 M 线性地依赖于角速度即有一线性算子 
A ： K ^ K,An = M . 算子 A 是对称的. 

刚体的动能是角速度的二次型 

证 由定义，刚体的角动量等于各点角动量 之和： 

鸯 

M = 〉: Mi = A^l = AS1, A = 〉: Ai ， 

• ♦ 華 

ll Z 

因为由引理每点的惯量算子次都是对称的，故算子 A 也是对称的.由定义可 
得动能为 

T = E r ^ = E = ;(仙，叫 □ 


D . 主轴 

A 和一切对称算子一样有三个正交的本征方向.令 e U €2, e 3 eK 为其上之单位 
矢量, I u h , h 为其本征值.以为基底时，惯量算子和动能的形状特别 简单： 

T=\(hnl + mi + hnl). 

轴 e ; 称为刚体在 o 点的主轴. 

最后，若 h ’ i 2 与 i 3 不全相异，则轴^不能唯一决定.我们将进一步弄清本征 
值圪/2和的意义. 

定理 对固定在0点的刚体之旋转，若它对 e 轴之角速度为 n = Qe ( Q = 

则动能为 

T = ^ i e n 2 , i e = J 2 m ^ r ^ 

i 

Ti 是第 < 点到 e 轴的距离（图 115). 

证 由定义7 1 =但 I 巧 I =%，所以， 

i 

T= h^rmr^n 2 . □ 

数 4 依赖于旋转轴 O 在刚体中的方向 e . 
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定义 4 称为 刚体对 e 轴的惯量矩 (转动惯 量)： 

J e = 》 : TfliT\. 

% 

比较 r 的两个表达式即得 

系 惯量算子4的本征值 A 即刚体关于主轴 ei 的惯量矩. 



图115绕一轴转动的刚体之动能 图116惯量椭球 


E . 惯置椭球 

为了研究惯量矩4对刚体中 e 轴方向的依赖性,考虑矢量 e / VIe , 其中 e 遍取 
单位球面上的矢量. 

定理 矢量构成尺中的一个椭球. 

证若 n = e / v ^ e , 则二次型 : r = = i 因此川}是一个正定二次型 

的等值集，即一椭球. □ 

可以说，这个椭球是使动能等于^的角速度矢量 n 构成的. 

定义 椭球 {n : (AH,n) = l} 称为 刚体在 O 点的惯量椭球 (图 116). 

在主轴 q 下，惯量椭球的方程是 

hQ\ + i 2 n 2 2 + hnl = i. 

因此惯量椭球的主轴与惯量张量的主轴方向相同，其长与 vT 成反比. 

注若一刚体是沿某轴延伸的，则对这个轴的惯量矩很小，从而惯量椭球也是沿这个轴伸长 
的； 所以惯量椭球的形状有些类似于刚体的形状. 

若一刚体有过 o 点的阶对称轴（即它在绕此轴旋转 2 n / k 后与自身重合)，则 
惯量椭球对此轴也有同样的对称性.但一个三轴椭球不可能有阶数 fc > 2的对称轴. 
所以刚体的每个阶数 > 2的对称轴都是惯量椭球的旋转轴，从而是主轴. 

例 位于等边三角形三顶点上的质量为 m 的质点,其惯量椭球是一个轴垂直于 
三角形平面的旋转椭球（图 117). 

如果有几个这样的轴，惯量椭球就成了一个球，而任意轴都是主轴. 
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问题过正方体的中心作一直线,使各顶点到它的距离之平方和为最大， ( b ) 最小. 

我们现在要注意,惯量椭球（或者说惯量算子、或惯量矩 A , A 和/ 3) 完全决定 
了刚体旋转的 特征： 若两个刚体有相同的惯量椭球，则在相同的初始条件下它们的 
运动全同（因为它们有相同的拉格朗日函数 I = r ). 

因此, 从绕 o 旋转的动力学观点看来 ，所有刚体的空间是三维空间， 然而组成刚 
体的是许多点. 

我们甚至可以考虑“密度为 p (Q) 的刚性立体”，意思是指一系列由质量为 
p{Qi)AQi 的有限多个质点 Qi 之质点组当 AQi — 0时的极限（图118)，所以, 
任意刚体的惯量矩为 

Ie = JJf P (Q)r 2 (Q)dQ ， 

这里 r(Q) 是由 Q 到 e 轴的距离. 


图117等边三角形的惯量椭球 图118连续的刚性立体 

例求均匀平面板 ㈣ < a , |?/| < 6, z = 0对0的惯量矩及其主轴. 

解因为此板有三个对称平面，所以惯量椭球也有这三个对称平面而主轴为 a ：, % 2 轴.此外 

I y = f ( x 2 pdxdy = . 

J-a J_b 3 

同理 

mb 2 

4 = —* 

显然 I z = lx Iy 

问题证明任意物体的惯量矩满足三角形不等式 

,3 彡 + A, /2 ^ A + h-, ^1^/2 + ^3- 

而且只有对平面物体才有等号成立. 

问题求质量为 m 的主半轴为 a ， b ， c 的均勻椭球关于中心 ◦ 的惯量主轴和惯量矩. 

提示先看球的情况. 

问题 证明 施泰纳 ( Steiner ) 定理 :设有 两个平行轴，其中之一过质心，刚体对它们的惯量矩 
之间有关系式 

I = Io mr 2 . 

m 是刚体质量， r 是两轴距离，/ 0 是对过质心的轴的惯量矩. 
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因此对过质心的轴的惯量矩小于对任意平行轴的惯量矩. 

问题求一均勻四面体对其各顶点的惯量矩. 

问题画出具有已知惯量摘球的刚体在以已知速度12旋转时的角动量矢量 M 
答 M 的方向是惯量椭球在 O 轴上交点处的法线方向（图 119). 

问题从固定于恒定点 O 的刚体上切去一块.主惯量矩怎样变化（图 120). 


n 



图119角速度、惯量椭球与角动量 


图120物体变小时惯量椭球的变化性态 


答三个主惯量矩都减小. 

提示参照节 24. 

问题对具有惯量矩 h > h > h 的刚体，在 Q = x \ e \ + x 2 e 2 + x 3 e 3 点加上一个小质量 
匕求八和 ei 的变化，直到误差为 0( e 2 ). 

解 质心移动一个 e 阶的距离.因此老物体对过老和新质心的平行轴的惯量矩相差一个 e 2 
阶的量.同时，附加的质量使对任意固定轴的惯量矩改变一个 e 阶的量.因此对于容许误差 0( e 2 ) 
的计算可以略去质心的移动. 


于是，在加上小质量后，动能成为 

r = T 0 + i5[fi,Q] 2 +O(5 2 ) 

t 0 = + h ^ ll ) 是原物体的动能.现在以 e 的泰勒级数形状来求惯量算子的本征值 

h{e) 与本征矢量 ei ( £ ). 在等式 A ( e ) e 1 ( e ) = hieje^e) 中令 e 的系数相等（在误差0(£： 2 )之 
内)，有 

XiX2 

/2 — /l 

由 h ( e ) 的公式可以清楚地看到主惯量矩的变化是（直到对 e 的一阶近似）似乎质心与主轴均未 
改变. ei ( e ) 的公式表明了主轴方向如何 变化： 惯量椭球的最大主半轴将靠近附加点，而最小的则 
将离开这点.此外，在惯量椭球主平面之一上加一小质量将使此平面上的两个主轴旋转而不会改 
变第三个.分母上出现惯量矩之差表明这样一个 事实： 旋转椭球的主轴不能定义.若惯量椭球接近 
于一旋转椭球 （即 A 则加上一个小质量将使轴和 e 2 在它们的平面上大大旋转. 



Ii ( s ) ^ h + e ：( x2 + x \), ei ( e ) ^ ei + 


§29. 欧拉方程.普安索对运动的描述 

这里我们将讨论无外力时，刚体绕一恒定点的运动以及自由刚体类似的运动.结果是运动有 
两个频率. 
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考虑刚体绕恒定点0的运动.令 M 为它对刚体内的0点的角动量矢量，为 
刚体之角速度矢量, A 为惯量算子 (An = M ); n 与 Af 属于动坐标系节 26) .刚 
体对空间中的 O 点之角动量矢量 m = BM 在运动中守恒（节 28 B ). 

所以刚体中的矢量 M(M G K) 的运动应使 m = B t M{t) 不随 f 变化. 

定理 有下式 成立： 

* ^明 （D 

证 应用节 26 中关于“点” M ⑴ e K 对恒定坐标系 A : 的运动速度公式⑸，我 

们有 

771 = BM + [ u ;, m] = B(M - t - [fl, iVf ]). 

但因相对于空间的角动量 m 守恒 （ rh 二 0), 故 M + [ tt , M ] = 0. □ 

关系式⑴称为欧拉方程.因为 M =也 1/1) 可看作是对 M (或对⑺的微分 
方程.若 


= fiiei + ^2^2 + 而= Afiei + A / 2G2 + A ^3 e 3 

是 n 和 M 对0点之主轴分解，则 Mi =厶仏，而⑴成为三个方程的方 程组： 

dM\ dM2 ,, ,, dM^ 

- = aiM 2 M 3 , = a 2 M 3 Mi, - = a 3 MiM 2 . (2) 

其中 ai = ( J 2 — 7 3 )//2/3, a 2 = (/3 - h )/ hlua 3 = ( h - hVhh 、 或写成角速度的三 
个分量的三个 方程： 


h ~ = ( h - h ) n 2 n 3 , 

= (h - 


I3 


dt 

dt 


(h — 


注设有外力作用在刚体上，而在恒定坐标系与动坐标系中对 o 的力矩之和分别为 
N(n = BN ), 那么 


与 


而且欧拉方程成为 


dM 

dt 


[ M , n}+N 


B . 欧拉方程解的研究 

引理 欧拉方程 （2) 有两个二次的首次积分 

2 £； = M + M + Ml = + + m 3 2 

h h h 12 3 
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证 由能量守恒定律五不变，由角动量守恒定律 M 2 也不变，因为 m 2 = M 2 = 
M 2 . □ 

于是 M 位于一个椭球和一个球的交线上.为了研究这些交线的构造，我们固定 
椭球 E > 0而令球半径 M 改变（图 121). 


设心 > h > h - 椭球的主半轴将是> V 2 Eh > 

V 2 Eh - 若球半径 M 小于最小主半轴或大于最大主半轴 
(M < ^/2 Eh 或 M > V 2 Eh ), 交集为空，而相应于这样 
的五与 M 之值,不会发生实际的运动.若球的半径等于 
最小主半轴，则交线成为两个点.增大半径使 V 2 ET ； < 

M < v ®2, 将得到分别包围最小主轴两端的两条曲线. 

完全同样,若球的半径等于最大主半轴，又得到该轴两端. 

若 M 稍小，则得到各包围一个端点的两条闭曲线.最后，若 M = y /2 Eh , 交线是两 
个圆. 



图 m 欧拉方程在等能面上 
之轨迹 


椭球主半轴的六个端点各为欧拉方程的一分离的轨迹——矢量 M 的恒定位 
置.它相应于指向某一主轴^的定值角速度 矢量； 在这样的运动中， D 总是与 M 共 
线的.所以，在空间中角速度矢量^的位置总是与 m 共 线的： 刚体简单地以固定角 
速度绕惯性主轴^旋转，而主轴在空间中是恒定的. 


定义 刚体角速度不变 （ u ;= 常数 ， n =常数）的运动称 为恒定 旋转. 
这样，我们已经证出了 


定理 固定在 0 点的刚体绕任一主轴 ei , e 2 , e 3 均可以作恒定旋转. 


若如我们所设 h > h > h , 则欧拉方程右方在任意其他点均不为0;即不含有 
别的恒定旋转. 

我们现在要研究欧拉方程之解（在李雅普诺夫意义下）的稳定性. 

定理 欧拉方程相应于最大与最小主轴的恒定解 M = Miei 和 M == M 3 e 3 是 
稳定的，相应于中间的主轴的解 (M = M 2 e 2 ) 是不稳定的. 

证 若初始条件对 M iei 或 M 3 e 3 有小的偏离，轨道将是小的闭曲线，而对 M 2 e 2 
的小偏离，轨道是一个很大的曲线. 

问题 绕刚体最大与最小主轴的刚 体的恒定旋转 是否是李雅普诺夫稳定的？ 

答否. 


C . 普安索 ( Poinsot ) 对运动的描述 

很容易形象地看到刚体中角动量和角速度 （ M 和 f 2) 的运动——只要 M # 
V 2 ETu 它们总是周期的. 
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为了看出刚体怎样在 空间中 旋转，我们来看惯性椭球 

e = {ft ： ( An , n ) = 1} c K , 

a ： q ^ m 是固定于 o 点的刚体之对称惯量算子. 

在各时刻楠球五在恒定空间 A : 中的位置是 B t E . 

定理（普安索） 惯量椭球沿一垂直于角动量矢量 m 的恒定平面无滑动地滚动 
(图 122). 



图122惯量椭球在不变平面上的滚动 



图123切点在不变平面上的轨迹 


证考虑垂直于角动量矢量 m 而且切于惯量椭球 B t E 的平面 tt 1 ). 有两个这 
样的平面.椭球在切点处的法线平行于 m . 

但是惯量椭球 E 在 n 点的法线是 grad ( Afi , Q ) = 2 An = 2 M . 所以在 u ; 轴与 
B t E 之交点士$ = u ?/\/ 好处， B t E 的法线与 m 共线. 

所以平面 tt 在瞬时转动轴上的土$点切于 B t E . 但是$和恒定矢量 m 的数量 
积等于士(1/#)(0^) = ±槪 因此是常数.所以平面 tt 到 O 的距离不变，就是 
说 tt 是恒定的. 

因为切点在瞬时转动轴上，它的速度为 0. 这说明椭球 B t E 沿 w 滚动而无 
滑动. □ 

系 当初始条件接近于绕最大（或最小）惯量主轴的恒定旋转时，角速度总停留 
在接近其初始位置处，在刚体内 （ n ) 或在空间中 （ o ;) 都是这样. 

现在我们来考虑切点在恒定平面 7 T 上的轨迹.当切点在椭球上旋转一整周后， 
初始条件又会重复，但刚体绕 m 轴转过了某角〜第二圈与第一圈完全 相同； 若 
a = 27 r ( p / q ), 运动是完全周期的；若角 a 与 27 T 不可通约，刚体永远不能回到其初始 
状态. 

这时切点的轨迹在平面上一个以 O ' 为心的环中稠密（图 123). 


D 平面 7 T 有时称为不变平面.——英译者注 





§ 30 . 拉格朗日陀螺 
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问题证明六维空间 TSO ( 3 ) 的不变二维流形\4(见节 28 B ) 的各个连通分支均为环面，而 
且可在其上取坐标# 1 和 #2 mod 27 T 使= ^1 ( 0),^2 — ^ 2 ( c ). 

提示取 M 之周期变化的相为 


现在我们来看惯性椭球是旋转椭球的重要特例: 


h = h 关 h . 

这时椭球的轴 B t e u 瞬时旋转轴 u ; 和矢量 m 恒在同 
一平面上.它们的交角与 o ; 之长 不变; 旋转轴 （ u ;) 和 
对称轴 ( B t ei ) 绕角动量矢量 m 以相同角速度扫成两 
个锥面（图 124). 这个绕 m 的运动称 为进动（或岁 差). 

问题求进动的角速度. 

答将角速度矢量 u ; 分解为角动量矢量 m 与轴 
方向的分量.第一个分量即进动角速度= M // 2 . 



图124旋转椭球在不变平面上 
的滚动 


提示将刚体的运动表为先作一个绕角动量轴的旋转继之绕刚体轴的旋转之乘积.这些旋转 
的角速度矢量之和等于乘积的角速度矢量. 


注在无外力时，有一点 O 固定的刚体可表示为一拉格朗日力学系，其构形空间是一个群， 
即 50(3), 而拉格朗日函数在左平移下不变.可以证明欧拉关于刚体运动的理论的相当一部分只 
用到这个性质，因此对任意李群上的任意左不变拉格朗日力学系都 成立. 特别是把这个理论应用 
到一个黎曼流形的区域 D 上的保持体积的微分同胚群时，即可得到理想流体的流体动力学的基 
本定理 D . 


§30. 拉格朗日陀螺 


我们在这里讨论固定在一个恒定点的轴对称刚体在均匀力场中的运动.这个运动由三个周期 
过程 组成： 旋转、进动与章动. 

* 

A . 欧拉角 

考虑一个在恒定点0固定而且受重力 mg 作用的刚体.这种“重刚体”问题迄 
今没有在一般情况下解岀，而且在某种意义下是不可解的. 

在这个具有三个自由度的问题中只知道两个首次积分：总能量 E = T + U 与角 
动量在铅直方向的投影.在一个重要的特例即 对称陀 螺下，这问题可以完全解出 .一 
个对称陀螺或称为拉格朗日陀螺是一个固定在恒定点 O 的刚体，其在0的惯量椭 
球是一个旋转椭球,而且重心在对称轴 e 3 上（图 125). 这时绕 e 3 轴的旋转不改变 
拉格朗日函数，而由诺特定理，除五和外必定还有一个首次积分（我们会看到, 
这就是角动量矢量在 e 3 轴上的投影 m 3 ). 

w 参看附录 2.—— 中译者 i 
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图125拉格朗日陀螺 图126欧拉角 


如果可以引进三个坐标使绕 Z 轴及陀螺轴的两个旋转角都是坐标，这些坐标将 
是循环坐标，而这个具有三个自由度的问题将化为（关于第三个坐标的）单自由度 
问题. 

在构形空间 50(3) 上这样选取坐标是可 能的； 这些坐标称为欧拉角，形 
成一个局部坐标系， 50(3) 的这个坐标系很像球面上的地理坐 标系： 极点无坐标而且 
有一个子午线坐标是多值的. 

我们引人以下记号（图 126): 

e x ， e v ， e z 是在恒定点 O 的恒定的右手笛卡儿坐标系的三个单位 矢量； 
e 1 , e 2) e 3 是连接在刚体上而且指向 O 点主轴的动右手坐标系的三个单位 矢量; 
h = h ^ h 是刚体在 O 点的惯 量矩； 
e N 是轴此轴称为“交线”）上的单位矢量. 

(以上所有矢量均在“恒定空间” fc 中). 

为了把恒定标架 (e x ,e y ,e z ) 变成动标架 （ ei , e 2 , e 3 ), 

我们必须作三个旋 转： 

1. 绕 e z 轴旋转角 p 旋转后 e 2 不动， 变为 e N . 

2. 绕 e _/ v 轴旋转角沒. 旋转后 e z 变为 e 3, e^v 不动. 

3. 绕 e 3 轴旋转角也 旋转后 e N 变为 ei , e 3 不动. 

作了这三个旋转后， e z 变为 em 变为 e 3; 因此 e y 变成 e 2 . 

角 a 分和0称为欧拉角.容易 证明： 

定理 对每一个如上作出的三元数组 ^ 6 ^ 都有一个三维空间中的旋转， B { ip , 
e 50(3) 变标架 （ e ^ ej ^ ez ) 为标架 ( ei , e2 , e3 ). 此外映:射 { ip , 9,^) — > 

给出陀螺的构形空间 50(3) 的一个局部坐标. 

0 < (^ < 27T, 0 < -0 < 27T, 0 < 0 < 7T. 

W 和矽和地理经度一样可以看作角 mod 27 r ; 对0 = 0或沒 = 7 T ， 映射(#， 0,^) B 
有北极那样类型的奇性. 



B. 拉格朗日函数的计算 


我们要用 A #及其导数来表出拉格朗日函数. 

位能显然等于 

U = JJJ zgdm — mgzo = mgl cos 0， 
z 0 是重心高于 O 的高度（图 125). 

我们现在来计算动能. 一 个小技巧在这里是有 用的： 我们考虑^ 0 = 0的特 

例. 

引理陀螺的角速度当#=0=0时可用欧拉角的导数表示为 

争 ♦ 

a ? = 6 ei + (0 sin 0) e 2 + ( 矽 -f 0 cos 0) e 3- 

证 考虑陀螺上在时刻 t 位于 r 处的点的速度.在一段时间 也后， 它占据的位 
置（略去（也) 2 )是 

B(<p + dip, Q + dQj + 却 ) B -1 (p ， 0 ， i/ ； )r, 

这里 dip = (pdt^ dO — 合 dt’dip = i)dt. 

所以，以同样的精确度,位移矢量是下面三项 之和： 

B((p + dip, 0, 0, i))r - r = [c^ ， r]dt ， 

B((p, 6 + d0^ ip)r — r = [ 叫， r]dt, 

B((p, 0 ,i/j dip)B~ l (ip, 0, ip)r — r = [u;^,r]dt 

(角速度 uv , u ^， u ^ 就是用这些公式来定义的). 

所以，点 r 的速度是 r +吻 + c ^， r ], 而刚体的角速度是 

u ? = + 叫 + o ; 咕， 

它的三项分别由以上公式定义. 

余下的只需按 e l 5 e 2 与 e 3 分解 a ^， a ; 0 和 a ?#. 迄今我们还没有用到 (p = ip ~ 0 
这个事实.若 w = # = 0,贝！1 


只不过是绕~轴旋转角所以 


u><p = (pe z . 
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此外 ，# = 診 = 0 时， B(ip,e + dO^)B~ l (ip,e,iP) 就是绕 e N = e x = e x 旋转角洲，所 
以 

4 

uj$ = Oe\. 

最后 B{ip, e 绅 + 即绕 e 3 轴旋转她故 

« 

= Ipes. 

总之，当 (p = 分 = 0 时 

% 4 

uj = (pe z -I- Oei + 矽 e 3 . 

但是当 W = 咕 = 0 时， 

e z = e3 cos 6 + e2 sind. 

因此角速度在主轴 Cl ， e 2 ， e 3 上的分量是 


参 争 

uj\ = 0, uj 2 = (p sin 0 ， u ；3 = 矽 + 0 cos 0. □ 

因为 J 1 = i( 7 ia；i -f- 12^2 + ^ 3 ^ 1 ), 所以在 ip = ^ = 0 时动能的公式是 

T = ^{9 2 + ip 2 sin 2 9) + + 0cos^) 2 . 

但动能不会依赖于 ^ 和价它们是循环坐标，对 ^ 和 # 选取参考原点不会改变 T ， 
故恒可设 ^ = ^ = 0 . 所以我们得到的动能公式对一切 # 和 0 都适用 . 

我们就这样得到了拉格朗日函数 

L = ^{6 2 + ip 2 sin 2 沒 )+ ♦ (4 + 0 cos 9) 2 — mgl cos 0. 

C . 运动的研究 



定理陀螺轴对铅直方向的倾角0随时间变化的方式和总能量如下的一维力学 
系 一样： 

E f - ^e 2 + t/effW, 

其中，有效位能的公式是 


U e ff = 


(M z — M 3 cos 的 2 
21 x sin 2 B 


+ mgl cosO. 



数 M |/2 / 3 = E _ E \ 与0 无关而不会影响 (9 的方程. □ 

为了研究上面的一维力学系，作变换 cos0 = u(-l ^ u ^ l ) 是方 便的. 

我们也记 


M z /h = M3//1 = 6 , 2 E ' jl \ ^ a , 2 mgl/h ~ P > 0. 

这时可以把 能量於 的守恒律改写为 

u 2 = /⑻， 

其中 /( w ) = ( a - ~)(1 — w 2 ) -( a - bu ) 2 , 而方位角 p 的变化规律则是 

• a — bu 

我们注意到/⑻是三次多项式， /(+0 C ) = +00,而/(±1) = -(a 干6) 2 < 0 
只要 a 一士 6 . 另一方面，实际的运动对应于这样的常数 a ， 6 ， a 和 A 使得对某个 
u,-l < u ^ lj ( u ) > 0 . 因此/⑷在区间 — 1 < u < 1 上恰好有两个实根 w 和 
奶(在 w > 1时还有一个,见图 127). 因此陀螺轴的倾角61在两个极限值^和心之 
间周期性地变化（图 128). 倾角的这种周期变化称为章动. 



图127函数 /( tx ) 的图像 图128陀螺轴在单位球面上的路径 


我们现在考虑陀螺轴的方位角的运动.轴和单位球面的交点在纬圈 仏和 02 之 
间的环形中运动.轴的方位角^的变化由以下方程决定 
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若方程 a =⑹之根 V 在 ( u u u 2 ) 之外，角#单调变化而轴在单位球面上画出了一个 
类似正弦曲线的曲线（图128⑷).若方程 a = bu 之根在 （ wi , U 2) 之内，则 p 的变 
化率在纬圈^和0 2 上的方向相反，而轴在球面上画出一个带圈 的曲线 （图 128( b )). 

若 a = bu 之根在区间 （ wi , W 2) 的端点上（例如 w ' = W 2), 则轴戲岀一个带尖点 
的曲线（图 128( c )). 

最后一个清况虽然是例外的，但是当我们在陀螺轴的倾角为^时不加初速地放 
开它，就会看到这个 情况； 陀螺先往下倒然后又升起来 • 

陀螺方位角的变化称 为进动 （岁差).陀螺的整个的运动包括绕自己的轴的旋转、 
章动和进动.这三个运动各有其频率.若这些频率不可通约，陀螺就永不会回到其初 
始位置，虽然可以任意接近它. 


§31. 睡陀螺和快陀螺 

节30所得的公式把陀螺运动的方程归结为椭圆积分问题.然而，不必用求积法也容易得到关 
于运动的定性的知识. 

在本节中我们要研究铅直陀螺的稳定性并给出快速转动的陀螺的近似公式. 


A . 睡陀螺 

我们先考虑陀螺轴恒为铅直⑺ = 0) 而角速度为常数的特解（“睡着了的”陀螺， 
也称站立陀螺).这时显然有 M z = M 3 = / 3 u ; 3 ( 图 129). 


问题 证明绕铅直轴的恒定旋转在李雅普诺夫意义下是不稳定的. 

我们将注 意陀螺 轴的运动而不是陀螺本身的运动.陀螺轴会稳定地留在铅直方 
向附近吗？即0会保持很小吗？将此力学系的有效位能 



U e ff = ( 从 ― 地 ^^ 沒 ） + mgl cos 9 


图 129 睡陀螺 


2/i sin 9 

展开为 e 的幂级数，我们有 

_4W/4) , 
UeS ~ 2 i x e 2 + 

=c + 如 2 + … 
CJ3/3 mgl 


e 2 

-mgl— + 


螯 • • 


A 


8/1 


2 


若 A > 0 , 一 维力学系的平衡位置 0 = 0 是稳定的，而若4 < 0 则是不稳定的. 
于是 稳定性条件是 


^3 > 


Amglli 

~^r 


当摩擦使睡陀螺的角速度降到这个极限值以下时，这个睡着了的陀螺就醒来了. 


§31. 睡陀螺和快陀鱺 
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问题证明当 W > ^ mglh/ll 睡陀螺的轴不仅对 (9 的摄动，而且对 M „ M 3 的摄动, 

都是稳定的. 

B . 快陀螺 

若一陀螺旋转动能远大于其位能,就称为快 陀螺： 

1 2 

-/ 3 u ；3 > mgl. 

从相似性的考虑，可以清楚地看到，角速度乘以 iV 恰好等价于重量除以 TV 2 . 

定理 对于同样的初始位置，陀螺角速度乘以 iV , 和角速度不变而重力加速度5 
除以 iV 2 的陀螺运动轨迹完全一样.角速度大时，沿轨迹的运动将快 iV 倍①， 

这样,我们可以研究 P — 0的情况并将其结果应用于研究 a ; — oo 的情况. 

一 开始，先考虑 g = 0的情况，即在无重力时讨论对称陀螺的运动.我们要比较 
对这个运动的两种描述，即拉格朗日（节 30 D ) 和普安索（节 29 C ) 的描述. 

我们先考虑陀螺轴倾角0变化的拉格朗日方程. 

引理 无重力时，满足 M z = M 3 cos 0 o 的角 i 9 0 是陀螺轴运动方程的稳定平衡位 
置.在其附近0的小振动频率是 


^nut = 


/3^3 

" iT * 


证 在无重力时，有效位能是 

_ (M z -M z cosO) 2 
eff — 一 2/ 1 sin 2 0 . 

这个非负函数在由条件 M z = M 3 cos 决定的处有最小值零（图 130). 因此 
陀螺轴对铅直方向的倾角知是稳定的平衡位置: 若初始角 G 离％ 有小的偏离，则0 
将在％附近作周期振动（章动).这些振动的频率很容易由以下的一般公式决 定：若 
一维力学系的能量为 

dx ^ 

E = ―― U(x)^ U(xo) = min U(x) 

则其小振动频率 w 由以下公式决定： 

,. 2 _ 


描述陀螺轴倾角振动的一维力学系的能量是 

①用… ( G 表5蘇初涵 G e tso ( 3 ) 的陀螺在 t 时的位置为重力加速度.这个定理 
指出 <^ g ( t y N () = < p N ^ g ( Nt ^). 


“Ueff 

% 0 

图130陀螺的有效位 
能 


• 122 • 


第六章刚体 


对于 0 =办 + X ,我们得到 - M3 COS ^ = M 3 ( cos^o - cos(^o + X ))= 

0(x 2 ), W 


Ueff 


M ^ x 2 sin 2 

2/i sin 2 汐 o 


+ 0(x 2 ) 


~2 U 


x 2 + 


由此我们得到章动频率的表达式为 


M3xsinff 0 + 


h^3 n 

^nut = ~ f • □ 

A 

由公式公 = (Mz -M 3 cos^)//i sin 2 0 , 很清楚当 0 = 0 0 时,轴的方位角不随时间 
变化： 轴是恒定的. 当 G 离0 0 有小偏离时，也可以用这个公式来研究轴的方位角的 
运动,但是我们将用另一个方法. 

无重力时的陀螺的运动也可用普安索描述来研究.这时陀螺轴绕角动量矢量勻 
速转动而后者保持其在空间的位置不变.因此陀螺轴将在一个球面上画出一个圆周， 
圆心对应于角动量矢量（图 131). 


注 现在陀螺轴的按拉格朗日描述称为 章动的 运动，而按普安索的描述称为 进动. 


这意味着，上面得到的小章动频率公式 o; nut = h ^/ h 与普安索描述中进动频 
率公式 a ; = M/I 一致.当章动振幅趋近零时, / 3 o; 3 — M . 

C . 弱力场中的陀螺 

现在我们进到虽有重力但是很小 （ M 2 和 M 3 之值固定）的情况.这时 mgl cos 0 
及其导数都很小，应该把它加到有效位能上去.我们将证明，这一项只会稍稍改变章 
动频率. 

引理 设函数 f ( x ) 在 a : = 0 有极小值，其泰勒展开式为 f ( x ) = Ax 2 /2 -\-' .. , 乂〉 
0 . 设函数 h ( x ) 之泰勒展开式为 / i ( x ) =3 + (70： 十…， 则对充分小的 e , 函数 f £ ( x ) = 
f ( x ) + e / i ( x ) 在 

=-令 +0( e 2 ) 

处（接近于零）有极小值.此外 fj ( x ) = A + 0{ e ). 



图131陀螺的运动按拉格朗日描述与 
按普安索描述的比较 


图132函数有微小改变时 
最小值的移动 


§31. 睡陀螺和快陀螺 
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证 我们有 f f £ ( x ) = Ax -\- Ce ~\- 0( x 2 ) + eO ( a :)， 对 f E ( x ) 用隐函数定理即得. □ 
由此引理,对于小的&有效位能在接近于 办的％ 处有一极小值,而且在此点 
与 t / 〃⑺ 0) 只稍有不同.因此，00附近的微小章动频率接近于 g = 0时所得的 频率： 


⑼ nut = 


/3 

- p ^3- 

』1 


D . 快速抛出的陀螺 

现在考虑一个特殊的初始条件，即在放开陀螺时，给它的初始推力不使其轴与 
铅直轴的倾角办发生变化. 

定理 若陀螺轴在初始时刻是恒定的 (^^0 = 0 ) 且陀螺绕其轴快速旋转 ( U ； 3 4 
00), 其轴与鉛直轴倾角为 0o(M z = M 3 COS 0 O ), 则当 — oo 时渐近地有 

1. 章动频率正比于角 速度； 

2. 章动振幅反比于角速度 平方； 

3. 进动频率反比于角 速度； 

4. 以下漸近公式成立（当0；3 — oo 时)： 


^nut 


Is 

il 


hmgl . 

anut 〜 j2^2 sin UQ y 


^prec 


〜 


mgl 


(这里 f(uj s ) ^ g((jJs) 是指 lim (f/g) = 1). 

a ； 3 — *-00 

为了证明它，我们考虑初始角速度固定而 5 — 0 的情况.借助于相似性方法来 
解释这些公式（节 B ), 即得定理之证. 

在节 30 C 中我们已经知道，在我们的初始条件下，陀螺轴在球面上画出一个有尖点的曲线. 
我们应用这个引理来求有效位能的极小点，令（图 133) 

0 = Oo + cosO = cos Oo — x sin 汐 o + •. • • 



图 133 章动振幅的定义 


kz 



图134陀螺轴的运动 


于是和上面一样可得对 X 的泰勒展开式: 


C/eff |p=0 = 

mgl cosO 


¥ x2+ 

: mgl cos 沒 o 






xmgl sin 汐 o + 
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应用此引理于/ = Uef (\ g = o ^9 = e,h — mglcos(Oo + x ), 即知有效位能 
在倾角的以下值达到极小 


Og — Oq Xgy 


Xg = 


I\ml sin 

^3^3 


9 + 0 { g 2 ). 


因此陀螺轴的倾角将在％附近振动（图 134). 但在初始时刻 e = e 0i e = o . 这意味着如对应于 
陀螺轴的最髙位置.因此，对于小的 p ， 章动振幅渐近地等于 


Clniit 〜 


Iiml sin 

^3^3 


9 


(g —>• 0). 


我们现在来求轴的进动.由一般公式 

• M z — Mz cos 0 

hsm 2 e ' 

以及 = M3 cos 00， 0 = Oo + X ， 我们得到 — M3 cos 0 = Mzx sin + • • • ， 所以 



Mz 

I \ sin ^0 X 


但 x 在 0 与 2a : 9 间作 i 皆振动（相差 0 ( g 2 )). 所以，在一个章动周期内的进动速度平均值渐近地 


等于 




M 3 

Ii sin ^0 Xa 


mgl 

I3UJ3 


(9 ~^ 0)- 


问题证明 


lim 



lim 冰 ) 1( 0 ) 
t—oo tmgl/lzujz 



第三部分 
哈密顿力学 



哈密顿力学就是相空间的几何学.相空间有一个辛流形构造.辛微分同胚群作用 
在相空间上.哈密顿力学的基本概念与定理（即令用局部辛坐标来陈述）在此群下是 
不变的（而在更大的同时也变换时间的群下也是不变的). 

哈密顿力学系由一个偶数维流形（“相空间”）、其上的一个辛构造庞加莱积分 
不变式”）和其上一个函数（“哈密顿函数”）给出.对于相空间中每一个保持哈密顿函 
数不变的单参数辛微分同胚群，都有运动方程的一个首次积分. 

拉格朗日力学包含在哈密顿力学中为其特例(这时相空间即构形空间的余切丛， 
而哈密顿函数是拉格朗日函数的勒让德变换). 

哈密顿的观点使我们能完全解出一系列力学问题，而用其他方法不能得解（例 
如，两个恒定中心的吸引问题和三轴椭球上的测地线问题).对于摄动理论的近似方 
法（天体力学)，以及了解复杂力学系运动的一般性质（遍历理论，统计力学)，以及 
与其他数学物理领域（光学，量子力学等等）的联系上，哈密顿的观点甚至有更大的 
价值. 



第七章微分形式 


在把场中沿一路径所作的功以及流体穿过一曲面的流量这些概念推广到高维时, 
就出现了外微分形式. 

不用微分形式就不能理解哈密顿力学.关于微分形式我们需要的知识有外乘积、 
外微分、积分和斯托克斯定理. 

§32. 外形式 

我们在这里定义外代数形式. 

A . 1- 形式 

令 R " 为 n 维实矢量空间我们将用 • • • 等等来记此空间中的矢量. 

定义 一个1 次形式 (简称 1- 形式） 就是一个线性函数 o ; : 即 

^(入 1(1 + 入2 汔 2 ) = + 入2^ (忘2 )， 

Ai , A2 € M , £ 1 ，右 2 e M n . 

我们回顾一下线性代数中关于1-形式的基本事实.所有1-形式之集构成一个 
实矢量定间，若我们定义两个形式的和为 

(^1 +吻）(0 =心(0+吻⑹， 

①必须注意，在 KT 上我们没有给定任意特定的欧氏构造.在有些例子里，我们需要用这样的构 
造; 这时，会特别指明（“欧氏 C ”). 
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而数 A 与 1- 形式 U ； 的乘积定义为 

( Ao ;)(^) = Au ;(^). 

E n 上的 1- 形式之空间也是 n 维的，称为对偶空间 ( E n )*. 

设在 IET 上选定了一个线性坐标系 XX ,.-. , x n . 每个坐标而本身就是一个 1- 形 
式.这 n 个 1- 形式是线性无关的.所以每个 1- 形式 o ； 都可写成 

u) = d\X\ + • • • + ci n x ni a% 6 1R. 


a ; 在矢量 $ 上的值等于 


= ai^i(|) + d2 工 2(0 + … + a n X n ($), 

Xi (0, •• - , x n (0 是矢量 £ 在所选定的坐标系中的分量. 

例若在 R 3 上给定一个均勻力场它在位移$上的功 A 是一个 1- 形式作用 
在 （ 上(图 135). 

B . 2 -形式 

定义一个2次 外形式 (简称2- 形式） 就是一个定义在一对矢量上的双线性斜对 
称函数 u ) 2 : R n x R n —R : 

^ 2 ( Ai$i -(- 入2汔2,迄 3) =入1。 2 (汔 1，汔 3) + 入2。 2 (迄2,汔3)， 

U 2 (心， 6) = - J (6，€ i )， VA ^ AsGR , 



图135 —个力所作的功是一个 1- 形式作用在位移上 图136有向面积是一个2-形式 

例1令 5(6,6) 是有向欧氏平面肢 2 上的矢量所成平行四边形的有向 
面积，即 


S (6,6) = 


61 62 
^21 $22 


《1 = Cll^l 4- $12^2, $2 = 《 21^1 + ^22^2. 


ei , e 2 是给出舻之定向的 基底. 

容易看到 5(^,6) 是一个2-形式（图 136). 


§32. 外形式 
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例2令1?为三维有向欧氏空间中的流体的均匀速度矢量场（图 137). 这时流 
体过平行四边形之面积的流量是6 和&的双线性斜对称函数，即由混合积 
所定义的2-形式 

W 2 ((l，€2) =(幻，汔1，《2) = (V，[$1，汔2]). 

例3 边为匕 的平行四边形在欧氏空间舻的 X ； L “ 

平面上的投影的有向面积是一个2-形式. 

问题1证明对 R n 上每一个2-形式 o ; 2 均有 

uJ 2 ( ti )=0, € E n . 

解由斜对称性, o ; 2 («) = 

上 的所有2 -形式之集构成一个实矢量空间，若我们 
定义其加法为 

(^1 + W2)( 《 l ， £2) = +t^2(K2). 

定义其与数 A 之积为 

(Aa;)(^i,^2) = Au;(4i,^ 2 ). 


t 2 



图137穿过一个面 

的流体之流量是一个 
2-形式 


问题2证明这空间是有限维的并求其维数. 
答 n(n — 1)/2, 下面将给出一个基底. 


C . fc - 形式 


定义 
称 函数： 


个 A : 次外 形式， 简称 fc - 形式， 是一个定义在 fc 个矢 量上的 fc - 线性斜对 


w (入 lCi + 入2红，《2,…’豸 fc ) = AlW (石， (2,…， € fc ) 

+)2。(红，名2,…，心) 
... yii k ) = 态1， … 


这里 


V 


0 ,若 ( h , …，4)是(1， 
1 , 若 ( h ， … ，4)是(1， 


♦ ♦礞 


，⑷的 偶排列 
，岣的 奇排列 


例1有向欧氏空间 5 T 中的以6 , ••- ， Cn 为棱的平行体的 
有向体积是一个形式（图 138). 


…， 6 i ) 




Cll • • • 《1 


Cnl • • • ^nn 



图 138 有向体积 
是一个 >形式 


这里心= ^ il€i +…+ ei ， …， e n 是 ! R n 的一^个 基底. 
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例2 令 R fc 是 n 维欧氏空间 M n 中的一个 A : 维有向平面.以 6, …，匕为棱 
的平行体在妒上的投影的 fc 维有向体积是 ㈣ 上的一个 Jb - 形式. 

ar 中所有 fc - 形式的集合构成一个实矢量空间，如果我们引入加法运算 

(A + 0 ； 2 )(《） = u ； i (^) + 0；2(0，芒={《1， … ，在 fc}，《j e ]R n . 

以及与数相乘之积 


(Ao;)(^) = Au;(0. 

问题 3证明这个矢量空间具有限维，并求其维数. 
答 ch 下面将给出一个基底. 

D . 两个 1- 形式的外乘积 



^1 


图 139 两个 1- 
形式之外积的定 
义 


现在我们再引入一个 运算: 形式的外乘积.若 u ； fc 是 R n 上的一 
个 A :- 形式, d 是 3 T 上的一个 P 形式，它们的外乘积 J Ao / 将是 
一个 A : + 形式.我们先定义 1- 形式的外积，对于每一对上的 
1- 形式 U ； i , U ；2 都给出一个 IT 1 上的2-形式 CJXAC 02 称为其外积. 

令《为 IT 中一个矢量.给出两个 1- 形式 w 和 奶,我们可以定 
义一个由 IT 到平面 RxR 的 映射： 变 《 e 为分量为 A ⑹， 0 ； 2 ⑹ 
的平面矢量 Uj { i ), uj u uj 2 为此平面的坐标（图 139). 

定义 外积 A A 0； 2 在一对矢量 $1,^2 e W 1 上之值 是棱为 
^(6)^(6) 的平行四边形在 UJUUJ 2 平面上之投影的有向面积： 


(^1 八山2)(芑1，（2)= 


^ l (^2) ^ 2 (^ 2 ) 


问题4证明 0 ；i A 0；2实是一个2-形式. 
问题5证明映射 


(0 ； 1 ， U ； 2 )— 八 ^2 


是双线性斜对称的： 

U；1 A CJ2 = —0J2 A LiJij 

( 入 , + A ,, u?i ， ) A 0J2 = /\ CJ2 + Au^ 2 * 

提示行列式对行和列都是双线性斜对称的. 

现在设已在 1 T 上选定一组线性坐标，即已有 n 个独立的1形式町，… ，〜 .我 
们称它们为基本 1- 形式. 
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基本 1- 形式的外积 XiAxj ^ 2-形式.由斜对称性 ， XiAXi = 0, Xi A Xj = 
- XjAXi . Xi A ^ 的几何意义非常 简单： 它在一对矢量^,^2上的值等于平行四边形 
Cl , 6沿着与其他坐标方向平行的方向对坐标平面投影的像之有向面积. 

问题6证明 d = n(n - 1)/2 个2-形式灼 A Xj {i < j ) 线性无关. 

特别是，在三维欧氏空间 ( Xi , X 2, X3 ) 中，在 （ Xi , 的）平面上投影的面积是 0 ：i AX 2, 
在 { x 2 iXs ) 平面上的是 a : 2 八: r 3 , 在 ( x 3 , xi ) 平面上的是 0 : 3 八工 1. 

问题 7 证明三维空间 ( x u x 2 , x 3 ) 中每个2-形式都可写成 

Px2 A a ：3 + QX3 Axi + Rx \ A X 2- 

问题 8 证明在坐标为 on ,... ,0^ 的 n 维空间中的每个 2 -形式都可唯一地表示为 

OJ — CLijXi /\ Xj . 

i<j 

提不令 ei 为第 i 个基底矢量，即 Xi ( ei ) — 1而当 i / j 时 Xj ( ei ) = 0. 考虑 o ; 2 在 ei , ej 
上的值，则 

— ^ ( Ci , Cj ). 

E . 外单项式 

设已有个1-形式 a ，…，叫.我们要定义其外积 
定义我们规定 

( o；i A * • • Ao ； fc )(^ i , * * * ... 

叫 ($ 1 ) … ^ ki ^ k ) 

换目之， 1 - 形式之外积在芑 1 ，…， 《 fc 上之值是《 1 ， … ，心被映射 (^ l ( c ), …， 
0 ^($)) 映到有向欧氏坐标 R fc 上的像所成的平行体的有向体积. 

问题 9 证明 o；i A • - * A ajfc 是一个 fc- 形式. 

问题 10 证明 1- 形式的外积运算给出一个重线性斜对称映射 

(0 ； 1， ... , CJfc)— ^0；1 八…八 LJfc. 


换句话说， 


(A’cj; + A UJ2 八 .■. 八 Wfc 二 uj\ A UJ2 A • • • A uJk ~f~ A UJ2 八 • ♦ • A LOic. 


而且 

其中 


(jJi x 八 … 八 U)i k = (一 1 广 0；1 八 … 八 UJk. 


f 0, 若 （ ii , …， 4) 是 （1, …， A :) 的偶排列, 
\ 1,若 （ ii , …， ifc ) 是（1，…， fc ) 的奇排列. 
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现在考虑由基本形式以，…，: r n 给出的 R " 之坐标系 . fc 个基本形式的外积 


A • • • A 1 < < n ， 

是一个 A : 维平行体沿平行于其他坐标轴的方向投影到 fc - 平面 , x ifc ) 上之像 
的有向体积. 

问题11证明若 ii ， …，4中有两个相同， 则； A … A au fc = 0. 

问题 12 证明 fc - 形式 


x i± A --- Ax ifc , 其中 1 彡 ii < i 2 < . •. < 4 彡 n 


之集合是线性无关的. 

这种形式总数为我们称之为基本 fc - 形式. 

问题13证明 R n 上每个 fc - 形式均可唯一地表示为基本形式的线性组合 


LJ 


k 


CL%^ •' •ijg 八 •’ • 八 2/t^ • 

1彡 


提示 




= … 


et fc ). 


由这个问题可知， M n 上的 fc - 形式矢量空间维数为特别是当 fc = n 时 
0 = 1，由此即有 

系 上每个 n - 形式或者是某平行体按某体积单位计算的有向体积，或者 
为零： 

o/ 1 = a • xi 八…八 x n . 


问题 14证明 R n 上每一个 fc > n 的 fc - 形式必为零. 

我们现在考虑一个 A :- 形式 u ; fc 和一个形式 d 之积. 先设有两个单项式 


u; fc = a；i A • • * A u ； fc, uj 1 = Wfc+i A • • * A u)k-\-l- 

A ，…， 叫 +1 都是 1- 形式，我们定义其外积 u； fc A d 为单项式 

(a；i 八…八 cuk) A (u ； fc+i A * • • A uJk+t) 

=a；i A * • • A u；fc A a ； fc+i 八…八 u)k+h 

问题 15 证明单项式的外积是结 合的： 

(uj k A lo 1 ) A of 71 = uj k A (oj 1 A aJ m ), 

又是斜交 换的： 

uj k A u ; 1 = (-l) kl uj l A L 0 k . 

提示为了把 d 的/ 个因子之一移到 a ; fc 前， 需要与 a ; fc 的 fc 个因子共作 fc 次反转. 
注斜交换性只要 fc 和/ 两个次数有一为偶时就是交换性,二者均奇时是反交换性. 
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§33. 外乘积 


我们在这里定义外形式的外乘积运算并证明它是斜交换的、可分配的与可结合的. 

A . 外乘积的定义 

我们现在定义任意 fc - 形式 u ; fc 和 /- 形式 d 之外乘积,所得结果 u ; k ^ 1 是一个 
k + 形式.于是外乘积运算具有 

1. 斜交换性： co k A u; l = (- l ) fc ^ Ao ; fc ; 

2. 分配性： ( Aia；i + \2^) Aa; z = Aic^f Aoj z 4- 久20；§ 八 a /; 

3. ^^14： ( uJ k Acu l ) Acu m = u; k A ( u 1 A u ; m ). 

定义 ET 上的一个 k - 形式 aj k 和一个 l - 形式 uj 1 之外乘积是 R n 上的一个 fc + Z 
形式,其在 k + I 个矢量 $ i , …， $ fc , 匕+1，…，匕+^ € 上之值等于 


(u; fc 八 a/)($i ， … ，豸 fc+z) = ^(-1)^($^, • … ，仏 ) w’d … ， $ji). ⑴ 


这里 h ■〈允 ( h ，... 九 ju …， ji ) 是（1，2,…， A : + Z ) 的排列, 


fl , 若此排列为奇， 
\0,若此排列为偶. 


换言之， 把 + / 个矢量 心,… 分为两组（各 个与/ 个矢量)，任一种分 
法以及每一组的任一种排列给出 （1) 中的和式的一项.这一项等于 a ; fc 在第一组排 
列好的 A : 个矢量上之值乘上 d 在第二组排列 好的/ 个矢量上的值，其符号+与- 
视这些矢量如何排列而定.若排列使得第一组 A : 个矢量继以第 二组/ 个矢量成为 
心, …的偶排列，则取+号，若为奇排列则取-号. 

例 若 k = l = i , 只有两种 分法： 心， 6与6,6,所以 


( U；i 八 ^2)(《1，《2) = Ul (《 l ) W 2(《2) — ^1($2)吻(《1)， 

这与节 32 中关于 1- 形式之外积定义一致. 

问题 1 证明以上定义确实定义了一个 fc + P 形式（即 ,^+0 之值重线性 
地与斜对称地依赖于点 0. 

B . 外积的性质 

定理 以上定义的外形式之外积是斜交换的、分配的和结合的.对于单项式，它 
与节32中给出的定义一致. 

斜交换性之证明基于奇偶排列最简单的性质（参照节 32 末的问题）并留给读者 
自己证明. 

分配性来自 （1) 中各项对 W 与 d 为线性. 
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结合性的证明要用到稍多的组合学.因为相应的论证通常用于代数中行列式按 
一列的子式展开的拉普拉斯定理，我们可以用此 定理' 

首先注意到下一点：若结合性对各项成立，则对其和也成立，即由 

A 0 J 2 ) A o；3 = A ( 0 J 2 A ujs) 1 

(ui A U 2 ) A a；3 = 0J f { A (c02 A CJ 3 ) J 


有 


(( w i + A 0J2) A Cc>3 = {tOi + ) A {u )2 A CU3). 

但由已经证明了的分配性有 

((uJi + 0Ji) A o ； 2 ) Aa ；3 = ((a；! A CJ 2 ) A CJ 3 ) 

+ (« 八 u ；2) 八吻)， 

(u{ + Ui) A (u ；2 A^ 3 ) = (^1 A (a ；2 Aa ； 3 )) 

+(cjJ f A (a^2 A (^3)). 

在节 32( 问题 12) 已知 , W 上每个形式都是单项式 之和; 所以，只需对单项式乘法证 
明可结合性就够了. 

因为我们还没有证明节32中个 1- 形式的外积之定义与这里的一般定义 （1) 
的等价性，我们暂时用 A 表示 fc 个 1- 形式之外积，所以单项式可以写为 

u k = cjiA - - - Acuki cj l = a ； fc + i 八… AaJk+h 

这里 — fc + ; 是 1- 形式. 

引理 两个单项式的外积仍为一单 项式： 

(cji 八 … Acok) A (u ； fc+i 八 … 八 u ； fc+z) 

=a ； i 八 … Au ； fcAa ； fc+iA-- 

证估计左右双方在&+/个矢量 Si ， … ,^+ i 上之值.由 （ 1 ) 式,左方之值应为 
以下的乘积之和 

• ,<想+, mu ， 

各项是一个 fc 阶行列式前行的一个子式乘以余因子.由行列式按前 A ： 行之 

子式展开的拉普拉斯定理可知，其各项之符号按定义 （1) 选取，这个和等于行列式 

det □ 

一①‘合性的直接证每（玉包 If 知普拉斯定理的一个证法)在于检査恒等式 A d ) 八 

， ■- ,€h m ) 中各项的符号，这 

里 ii < . ■. < i k Ji < < ji,hi < < hmAhr- ， & m) 是 （ 1 ，... , fc + i + m) 的一个排列 . 
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由此引理可知运算 A 和 A 是一致的：我们依次可得 


= U；l A 0 ； 2, 

u ； iAa ； 2Aa；3 = (a；i 入 a ； 2) A a>3 = (a>i A UJ2) A 0^3, 

a；i 入 u；2 八 • • • AcJfc = (• • • ((^l 八 W2) 八 以 3 ) 八 • • • 八 ^ fc )- 


因此单项式的 a - 乘积的结合性可以得自 1- 形式的 A - m 积的明显的结合性.于 
是由上面所看到的，一般情况下的结合性得证. 

问题 2 试证 1- 形式，或一般的奇次形式之外平方为零：当为奇时 a ; fc A ^ fc =0. 

U 

例1考虑 R 2 n 上的坐标系 （ P 1,...， Pn ;9 i , …，如）以及2-形式 u ; 2 = y^JPi A qj . 

i=l 

[这个形式在几何上表示一个平行体在 H 个二维坐标平面(>1，</1)，… ,( Pn ,</ n ) 
上的投影的有向面积之和.以后我们会看到2-形式 U ； 2 对于哈密顿力学有特殊的意 
义.可以证明 . R 2 n 上的每一个非退化①2-形式必可在某个坐标系 （ P 1, …， gn ) 中写 
为0； 2 .] 

问題3求2-形式 a ; 2 的外平方. 

答 UJ 2 / mJ 2 ^ - 2 ^pi f \ q % /\ qj . 

i>j 

问题 4 求 a ; 2 的 fc 次外幂 { co 2 ) k = cj 2 A * • ■ A a ; 2 ( fc 个因子). 


答 

特别是 



土 fc! 


k 


E Pii A 


• 4 « 


Api k Aqi x 八 ••• 八屮 ^ 


a ; 2 A a ; 2 A • • • A u; z = 土 n!pi A • * • A p n A gi 八 ♦. • 八 Qn • 


2 


除了相差一个因子外它是 R 2 n 中 2 n 维平行体的体积. 

例2考虑有向欧氏空间 M 3 . 每个矢量4 e R 3 通过 4(0 = ( A ^) 决定一个 
1-形式 0^. (数量积)，又通过 


= ( A ， K 2)( 混合积) 


决定一个2-形式 a ； i . 

问题5证明映射 A — A — 是 A 之矢量空间 R 3 以及吸 3 上之 1- 形式空间与2-形 
式空间的同构.若在狀 3 上取有向的标准正交坐标系 （ n 的，; c 3 ), 则 

= A1X1 4 - A2X2 + A3X3, = 乂 1 工 2 A X3 + >^2X3 A Xl + A3 工 1 A 工 2* 

注这些同构并不依赖于有向标准正交坐标系 ( XUX 2 , X 3 ) 的选取.但它们依赖于 R 3 中欧 
氏构造的选取，同构 A — 4 还依赖于定向的选取（这一点隐式地进人了混合积的定义 .） 

①一个双线性型 U ； 2 非退化是指 ♦ 0,3”， a ; 2 (《，”) 一 0- 
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问题6证明在上述同构之下， 1- 形式的外积就成为 R 3 中的矢量积，即有 

A UJq = ^[A,B] i 对任意 "A, B £ 脱 3 . 

这样 1- 形 式的外积可以看成是 R 3 的矢量积在高维时的推广. 然而在 n #3 时，此积并非同 
一 空间的矢量：只在 n = 3时, R n 的2-形式空间同构于 ! R n . 

问题7证明在上述同构下， 1- 形式与2-形式的外积变成 M 3 中矢量的数 量积： 

Oj\ A to% = (A, B)xi AX2 A X3> 


c . 在映射下的性态 

令 / : R m -> R n 为一线性映射，是上的 fc- 形式.则必有 R m 上的一个 
fc -形式 Puj k , 它在 A: 个矢量&，*••，& ER m 上的值等于 J 在心，…，红的像上 
的值： 


(/VKL … ，匕 …， / 匕 ). 

问理 s 验证确是一个 a ：- 形式. 

问题9验证/是 R n 上的 A:- 形式空间到 R m 上的办-形式空间的线性算子（上标星号表 
示 r 与/作用的方向相反). 

问题 10令 / : R m ->R n ,5： M n -^R P ， 验证 （p o /)* =尸。 5*. 

问题11验证 r 保持外乘积： r ^ k Aiv i ) = era /) 八 ( r ^). 


§34. 微分形式 


我们在这里给出微分流形上的微分形式的定义. 

A . 1- 微分形式 

微分形式最简单的例子就是一个函数的微分. 

例 考虑函数 y = f ( x ) = x 2 . 它的微分= 2 xdx 依赖于点 a; 和“变元的增 
量”，即 a; 轴的切矢量$固定点 a:, 这时函数在: r 的微分# U 线性依赖于 t 因此 
若 x = l 且切矢量$之坐标为1,则 d/ = 2,若《的坐标为10则 d/ = 20( 图 140). 



微分 


令/ : M—R 是流形 M 上的可微函数（不妨设想一个“多元 
函数”/ : M n ^R ). 它在 ® 处的微分 d/U 是一个从 M 在 a: 的切 
空间到实数集上的线性映射. 

dfa* ; T — ►M. 

我们回想一下这个映射的 定义： 
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令$为 曲线: C ⑴： R ^ M 的速度 矢量： x (0) = x , x (0) 这时我们定义 

dU (^) = - /( 蚱 )). 

az t=o 


问题 1 令 $ 为平面曲线 = cost , y ( t ) = sint 在 t = 0处的速度 
矢量.计算函数 z 和2/的微分 dx 和办在矢量4上的值（图 141). 

答 办|(1，0)(0= °^2/ l ( i , o )(€) = 1- 

注意，函数/在点 ; c € M 处的微分也是切空间 TM X 上的 
1— 形式. 





141问题1 


/在流形 M 上的微分 d / 是切丛到直线（即实数集）上的光滑映射 


df : TM ^ R(TM = \ JTM X ). 

X 

这映射是可微的且在每个切空间 TM X c TM 上为线性. 

定义 流形 M 上的1阶微分形式 （1 -微分形式) 就是切丛到直线的光滑映射 

uj I TAI —^ 脱， 


而且它在每个切空间 TA 4 上是线性的. 

可以说, M 上的 1 省分形式就是 TM X 上“对 x 可微”的代数 1- 形式. 

问题2证明实轴上每个1-微分形式都是某函数的微分. 

问題3求平面上一个圆周上的一个1省分形式，使之不是任何函数的微分. 

B. R n 上的 1- 微分形式的一般形状 

取坐标为 , x n 的矢量空间为 M . 记住切矢量$ € TR 2 的分量 
就是微分…， d 〜在$上之值. TRS 上的这 n 个1^微分形式是线性无关的.所 
以 dn ，…，构成 TMS 上的 1- 形式的 n 维空间的一个基底，而 TRS 之每个1-形 
式都可写成 a \ dx \ + ... + a n dx n ) ai 是实系数.现令 u ; 是 R n 上任意的 1- 微分形式. 
在每一点 x , 它都可以唯一地按基底 dx u … , dx n 展开.由此我们得 到了： 

定理 具有给定坐标系以，…， x „ 的 R n 上每个 1- 微分形式都可以唯一地写为 
以光滑函数 ai ( x ) 为系数的 


uj = a\{x)dx\ 4 - - 1 - a n (x)dx n . 
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问题4计算 o；i = dxi^2 — xidx2^3 = dr 2 ( r 2 = x \ x %) 在矢量 （i，《2，《3 上的值 
(图 142). 



S 142 问题 4 


答 



在 1 《2之3 

^1 

0-11 

UJ 2 

1 

1 

0—2-2 

OJz 

0-8 0 


问題 5 令 a ，•.. ，&是流形 Af 上的函数而构成某区域中的局部坐标系.证明这个区域中 
每个1省分形式都可以唯一地写为 w = ai(x)da：i + ... + a n ( x ) dx n . 


C . 分形式 

定义流形 M 上 ® 点处的 fc - 微分形式 uj % 就是 M 在 x 之切空间 TM X 上的 
fc - 外形式，亦即对于在 a ; 点切于 M 的 k 个矢量心，...，匕的 A :- 线性斜对称函数. 

若在流形 M 之每 一点; r 处都给出这样一个 w fc U 而且后者对 ar 可微，就说在 
流形 M 上有了一个 fc - 形式 o ; fc . 

问题6在元素为 fc 个切 M 于某点 a: 的矢量的矢量组之集合上给一个自然的微分流形 

构造. 

一个 A : 阶微分形式就是从问题6中的流形到直线的光滑映射. 

可以说， M 上的 A ;- 形式就是 TMt 上的“可微依赖于的 fc 外形式 • 

M 上的形式之加法、乘以一数与外乘积均为逐点定 义的： 在每一点 ® € M 处， 
相应的代数外形式之加法，乘以一数与外乘积都是在切空间 TM X 上进行的. 


问题7证明 M 上的 fc- 形式构成一个矢量空间（当不超过 M 之维数时是无限维的). 


微分形式不仅可以用数乘也可以用函数乘.所以分形式集合具有 M 上 
的无穷可微实函数环上的模之自然构造. 

d. ar 上 fcl 分形式的一般形状 

取具有固定坐标函数 X !,-* - , x n : R n -^ R 的矢量空间 R n 为流形 M . 固定一 
点 a 我们前已看到 n 个 1- 形式 dx ir .. , dx n 是切空间 TRS 上的1_形式空间的 
基底. 

考虑基本形式的外积 


dx ix 八…八 dx ik , “ < … < 4 . 

我们已在节32中看到， 这 Cg 个 fc - 形式是 TRS 上的外形式空间的 基底. 因此， 
TWg 上的每一个 fc - 外形式可以唯一地写成 


〉: a h, ■■- ,ik^ x h ^ ' 


A dxi k . 
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现令 a ； 是 r " 上任意的 fc - m 分形式.在每点 ® 它都可以用以上基底来唯一地 


表 7 K . 故有 


定理设在空间 R n 上取定坐标系 xi, - ， : r n ， 则任一个 fc - 微分形式都可以唯 


地写成 


r 八 • ••八 ^^ifg 


ii< … <ifc 


这里％， … ifc (x) 是 R n 上的光滑函数 • 


问题 8 计算 U\ = dxi A dx 2 ^u )2 = Xidxi A dx 2 — x^dx^ A dx\ 和奶 =rdr A dip (这里 
xi =rcosp ， X 2 = rsin (p) 在矢量对 （ $i ， t?i) ， dr? 2 ) 和 （ $ 3 ， t? 3 ) 上之值（图 143). 


答 


(在 1 ， 巧 1) (i2,T)2) (^3 ,T)z) 




2 

”2 

1 


UJ 2 



U >3 


-1 


图 143 问题 8 

: c? + 工！ + 工!）在 


问题 9 计算 u>i = dx2 A dxz ^ u)2 = x \ dx ^ A dx2 和 u；3 = dxs A dr 2 ( r 2 = x? + + x §) 在 

点 x = (2, 0, 0) 处的矢量对 $ = (1， 1， 1)，》7 = (1， 2, 3) 上之值. 

答 UJ\ — 1 ， 0；2 = —2, CJ3 = —8. 

问题10令: n，... ， 〜： M—1R 是流形上某区域中构成一局部坐标系的函数.证明在此区 
域中每个微分形式都可唯一地写为 

uj ， … ， (2C) dx %^ /\ • ••八 dx%^ * 

il < <ifc 

例微分形式中的变量变换.设有舻中的两个坐标系和奶，如，2/ 3 .令 
0 ；为 R 3 上一个 2 U [分形式.由上定理， U ； 在 re 坐标中可写为 a ; = X x dx 2 A 血 3 + 
X 2 dx 3 A dx \ -f X 3 dxi A 是 xi , X2 , x 3 的函数，而在 2 /坐标中可写为 

uj = Y x dy 2 A dys + Y 2 dys A dy x + Y^dyi A dy 2l K，K 是2/1，2/2, 2/3 的函数 • 

问题 11 已知在 a: 坐标中写出的微分形式（即已知；以及变量变换公式 a: = a；(J/)， 写 
出2/坐标中的微分形式，即写出 X. 


解我们有也 i = (dxi/dy^dy! + {dxi/dy 2 )dy 2 + (dxi/dy 3 )dy3. 


故 


dx 2 A dxz 


( dx 2 

\dyi 


{ dx 2 , x \ K 

ay 1 + —dy 2 + ^-dy 3 lA 


( dx 3 
\^yi 


dyi 4- ^-dy 2 + ^^-dyz 
dy 2 dyz 


由此知 


Y 3 


V- 


D(xo s x^) 


等等 . 
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E . 附录三维空间中的微分形式 

令 M 是一个三维有向黎曼流形（在下面的例子中 M 都是三维欧氏空间 R 3 ). 
令 X ly X 2 , X 3 为局部坐标而线元素的平方为 

ds 2 = E\dx\ H - 五 2 也 2 + 丑3也 3 

(即设坐标系是三重正交的). 

问题12对欧氏空间 IR 3 之笛卡儿坐标 x ， y,z, 柱坐标 r,<p,z 以及球坐标 R,<p,9 求出 
迅 ，五 2 ,£； 3 (图 144). 

答 ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 = dr 2 + r 2 dip 2 + dz 2 

= dR 2 + R 2 cos 2 Gdip 2 + R 2 d6 2 . 

我们用 Cl 、 e 2 、 e 3 表示坐标方向的单位矢量。这三个矢量构成切空间的基底. 



图 144 问题 12 图 145 问题 13 


问題 13 求 da ： i ， da ：2 和在矢量 ei ， e 2 ， e 3 上的值. 

答 dxi(ei) = 1/y/Ei, 其余为零.特别是对笛卡儿坐标有 dx(e x ) = dy{e y ) = dz(e z ) = 1; 
对柱坐标 dr(e r ) = dz(e z ) — 1, dip(e^) — ^(图 145); 对球坐标 dR(eR) = 1, = j^^ os q 

而 d0(ee) = 1/R. 

流形 M 的度量和定向给出了 M 在各点的切空间之有向欧氏三维空间构造.使 
用这个构造就可以讨论它们的数量积、矢量积和混合积. 

问题 14 计算 [ei ， e 2 ] ， (ej? ， ee) 和 (e r ,e x ,e y ). 

答 e 3,0, 1, 

在一个有向欧氏三维空间中每个矢量 A 都相应于一个 1- 形式和一个2-形 
式定义 如下： 

矢量场和外形式的对应关系不依赖于坐标系而只依赖于欧氏构造和定向.因此 
流形 M 上的每个矢量场4都对应于 M 上的一个 1- 微分形式和一个 2- m 分 

形式岵. 
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由矢量场变为外形式和由外形式变回矢量场的公式在各坐标系下形状不同.设 
在上述坐标 a ： i , a ；2 和$3中，矢量场 *4 的形状是 

A = A\ei A 2 C 2 + -^ 3^3 

(分量次是 M 上的光滑函数).相应的形式应按基底 do ^ 分解而2-形式则 
按基底 A d % 分解. 

问题15已知矢量场 A 的分量，求 1- 形式4和2-形式4的分解式. 

解 我们有 a ； X ( ei ) = ( i 4， ei ) = Ai ， 同时有 (aidxi -\- a2dx2 + a3 < ix3 )( ei ) = a \ dx \{ e \)= 
ai / y / El , 由此知 tu = Aiy / El , 从而 

= A\y/Eidxi + A2^/E2dx2 + Az^/Esdx^. 

同样地有 ud ( e 2 , e3 ) = ( A , e2 ， e 3 ) = Ai . 于是 


(a\dx 2 A dx3 + a2<ixz A dxi + a^dxi A £^2)(62, €3) = aijyE^Ez. 


所以 ai = A1VE2E3 而 

(jj\ = A\ V E2Ezdx2 A dxz + V 五 3 五 1 dxs A dx\ + 山 y/E\ E2dx\ A dx2* 

特别是，在 R 3 的笛卡儿坐标、柱坐标和球坐标系下，矢量场 

A = A x e x + A y e y + A z e z = A r e r + 4 - A z e z 

= Arbr + + A$e$ 

相应于分形式 

u\ = A x dx + A v dy + A z dz = A r dr + A^dip + A z dz 
=ARdR H- Rcos OA^dip + RAedO 

和 2-® 分形式 

= A x dy A + A y dz A dx + A z dx A dy 

= rA r d(p f\dz 七 Aipdz 八 dr + rA z dr A dtp 

= R 2 cos 0 ArcI(p A dO + RA^dO A dR + R cos OAedR A dip. 


流形 M 上矢量场的一个例子是函数 / : 的梯度.回忆一下，函数的梯度 

即对应于微分 


^ grad / = d f ^ 亦即办⑹= ( grad /,0. 


的矢量场 grad /. 

问题16求函数梯度在基底 ei , e 2 ， e 3 下的分量. 
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解我们有 d / = ( df / dxi)dxi + ( df / dx2 ) dx2 + ( df / dxz ) dxz , 由上题 


grad / 


1 df 

dx \ 


1 df 


1 df 




2 


y/E^dx 


3 


在笛卡儿坐标系、柱坐标系和球坐标系下有 

" df 

grad / =-〜+ 
=1 — 


l 6 / 


df 

^ d ~ z Sz 

df 


d^ e ^Tz ez 


dr 

df , ，1 df 

I g O N I g 

OR RcosO d(p 


+ ^% ee - 


§35. 微分形式的积分 

我们要在这里定义链、链的边缘和微分形式在链上的积分的概念. 

微分形式的积分是诸如流体通过某一曲面的流量或力沿一路径之功这样一些概念在髙维下的 
推广. 


A . 分形式沿路径的积分 

我们先从流形 M 上的分形式 o ; 1 之积分开始.令 

7 ： [0 ^ t < 1]—»-M 

为光滑映射（“积分路径”).微分形式 o ; 1 在路径 7 上的积分定 
义为黎曼和的极限.每个黎曼和都由微分形式 o ; 1 在一些切矢量 
乞 i 上之值构成（图 146): 

J 

’ t=l 

切矢量&作法如下,把区间0 < t < 1用点~分成小段 A , :匕 
可以看作是 i 轴在^点的切矢量.它在 M 于 7 (^)点的切空间上的像是 

ii = d ^\ ti { Ai ) e TM 7(ti ). 

当最大区间 A ; 趋于零时黎曼和有极限.它就叫做 1- 微分 
形式 u ; 1 沿路径 7 的积分. 

分形式在维曲面上的积分可按照类似模式来定义. 
把积分曲面分成小的曲边 A : 维平行体（图 147)： 把这些平行体 
®^ 47 ，曲面上求积换成切空间上的平行体.微分形式在切空间上的平行体上之值 

之和当分割加细时有一个极限.我们先考虑一个特例. 




图146沿一路径积分 
一个 1- 形式 
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B. 有向欧氏空间 R fc 上的 fc - 微分形式之积分 


令 a ，…，办为—个有向坐标系 . 上每一个分形式都正比于 
dxi A … A dxk, 即可写为 o; fc = ip{x)dx\ A … A dxk,^p(x) 是一个光滑函数. 

令 Z) 为 R fc 中的一有界凸多面体（图 148). 定义形式 J 在 D 上的积分即为# 
的 积分： 

I tu k = I <p(x)dxi - - - dxk, 

J D J D 

右方的积分理解为通常的黎曼和极限. 

这个定义正是节 A 中的思想的实现，因为这时流形的切空间就是流形本身. 

问题1证明线性依赖于 

问题2 求证： 若将 D 分成 两个不 相交的多面体和乃 2 ,则 



在更一般情况（即 n 维空间的 fc - 形式的积分）不易把分割的单元看成切空间的 
平 行体; 这个情况下面再考虑. 


图148在 fc 维空间中积分一个 fc - 形式 



图149 AT 上的微分形式诱导出 M 上的微分形式 


C . 微分形式在映射下的性态 

令/ : M—N 是光滑流形 M 到光滑流形 TV 的可微映射， U ； 是 iV 上的 fc - m 分 
形式（图 149). 这时在 M 上也会出现一个适当确定的分形式定义 为:对 
于切矢量匕，… ^ k eTM x , 

(/%)( 心，… ，匕 ） =4/*匕 ，…， Mfc ). 

/* 是映射/的微分.换句话说，广0；在矢量 Cl ,*** 上之值等于0；在这些矢量的 

像上之值. 

例 若 y = /( xi , x 2 ) = W ㈣ 而 a ; = dy , 贝 lj 

= 2 x\dx\ + 2x2cJx2- 

问题 3 证明 ra ; 是 M 上的一个分形式. 
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问题4证明广保持微分形式的运算： 

f*{Xitoi + A2C1J2) = Ai/*(c^i) + A2/* (^2)5 
/*(a；i Ao; 2 ) — A (f*u> 2 ) - 

问题 5 令也是可微映射.证明 

问题6令 . D 1 ,£>2是有向 fc 维空间 R fc 中的紧凸多面体，/ : D ^ D 2 是一可微映射且将 
Dr 的内域保持定向地微分同胚①于£> 2 之内域上.这时，对乃 2 上的任意 AHS 分形式 w fc ， 有 



提示 这就是重积分的变量变换定理 



d(yir" ， Vk) 
9(xi，... ,x k ) 


(p(y(x))dxi - - - dxk = 



^>{y)dy\--dy k . 


D. n 维流形上的 fc- 形式的积分 

令 o; 为 n 维流形 M 上的 AHt 分形式. D 是 k 维欧氏空间 R fc 中的一个有界 
凸 fc 维多面体（图 150). “积分路径”的作用将由 M 的一个 fc 维胞腔 a® 来承担， 


|( f >~ 


M 


(Or 




图150奇 fc 维多面体 


它可用 (7 = (D, /, Or) 来表 7TC: 
h DcR k 是一个凸多面体； 

2. /: D — M 是一个可微 映射; 

3. Or 表示的一个定向. 


定义形式 o; 在 fc 维胞腔 a 上的积分即相应的微分形式在 Z> 上的 积分: 



问理 7证明这个积分线性依赖于微分形式: 



/ 入+入202 = 入1 / +入2 

J 口 

仅定向与 a 不同的 A: 维胞腔称为负 a, 

(图 151). 


问题8证明当定向改变时积分变号: 


卜 
J a 

记作 -0 ■或 -1 - a 





①即一个 1 - 1 的具有可微逆的可微映射. 
® 胞腔 <7时常叫做奇异 fc 维多面体. 
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E •链 

集 f ( D ) 不一定是 M 的光滑子流形.它可能“自交”，也可能“折迭”，甚至可能 
化为一点.然而即令在一维情况下，限制积分路径只由一段构成，显然是不方便的. 
考虑由几段组成的积分路径，每一段可以按不同定向、乃至不止一次地走过，考虑这 
种对象是很有用的.高维情况类此的概念称为链. 

定义 流形 M 上的 n 维链包含了 M 上有限多个 n 维有向胞腔 (71，…，和 
整数 mi ，...， m r (称为重数，它们可正或负或 0), 链记作 

Ck = 7U\<Jl 十 …+ m r (T r . 


这时我们很自然地规定等同关系 


m\a + m2cr = (mi + m2)a ， 

micri + rri 2 (T 2 = m 2 cr 2 + miai, 0a = 0 ， Cfc + 0 = Cfc. 
问题 9 证明 M 上所有 k 维链的集是一个可换群,如果我们定义链的加法为 


(rmai H - -hm r o- r ) 4- H - -f-m^cTri) 

= rriiai + ... + m T a r + H - h 

F . 例： 多面体的边缘 

令 D 是 A : 维欧氏空间中的一个凸有向 fc 维多面体 . Z ) 的边缘 是 R fc 的一个 
(k — 1 )-M dD , 定义如下（图 152). 

链 3 D 的胞腔％即多面体 Z ) 的⑼ -1)- 维面 A 以及将面嵌入的映射 
fi ： A — 以及如下定义的定向 On , 重数都等于1: 




= fit OVi). 


边缘的定向规则.令 ei ，…， e fc 是 R fc 的有向标架. 令 认是 D 的一个面.取 
A 的一个内点由此作 D 的外法线矢量 n . 取 A 上的一个标架 A ， … ，/ n . 使 
( n ,/!,*-. 有正确定向（即与 ei ,**. , e fc 相同的定向)，即以之为 A 的定向 

标架. 

可以同样定义链的边缘.令 a = ( D , /, Or ) 是流形 M 的一个 fc 维胞腔.其边缘 
是由胞腔 ( H ^{ D u f u On ) 组成的 (k - 1)-#: 加 = 是乃的 （ fc -1)- 维面, 

On 是按以上规则取的定向而力是映射/ : D — M 在 A 上的限制. 
m 之 k~mm c k 的边缘加就是 Cfc 边缘按其重数求和（图 153)： 


dck = d(mi<Ti +- h m r (Jr) = rriidcri H - h m r dcr 
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图152有向边缘 图153链的边缘 


dc k 显然是 M 的一个 （fc - 1)- 链.① 

问题10证明任意链的边缘的边缘 为零： ddc k = o . 

提示由于3为线性，只对一个凸多面体证明 ddD = o 就行了.这只要证明 Z ? 的每一 
个 - 2) -维面都在 ddD 中出现两次而且重数反号.只需对 fc = 2( 平面截口）来证明即可. 

G . 微分形式在链上的积分 

令为 M 上的 fc- 形式， q 是 M 上的 k - M . 形式在链 Cfc 上的 

积分定义为胞腔上的积分按重数求和： 



问题11证明积分对微分形式是线 性的： 

[UJi+U ； 2= f f UJ2- 

人 fc 人 fc 人 fc 

问题 12 证明一个固定的形式在链 Cfc 上的积分定义了链群到实数集的一个同态. 

例1令 M 为平面为 pdq , ci 是由一个一重胞腔 a 



图154 沿区域 


[0 ( t < 2丌]丄^ (p = cost , q = smt ) 

所成的链.这时 f Ci pdq = 7r. 一般说 来若链 q 表示一个区域 <7 
的边缘（图15 4 )，则 J ci pdg 等于土 ( G 之面积)，符号视矢量对（外 


边缘之积分等于此法线，有向边缘矢量）与 （ p 轴， g 轴）有相同或相反定向而定. 

区域的面积 


例2令 M 为有向三维欧氏空间 M 3 .M 上每个 1- 形式 J 都相应于一个矢量 
场 <4, ( a ; 1 = 4), 这里 

=(义， 0. 

①这里总设 A ： > 1. 如果作下述规备，则1维链也包括在这个一般格式中了： 0维链就是附有重 
数的有很多个点 的集： 有向区间茄的边缘是 S - A 0 B 的重数是1， A 的重数是 -1); 一点的边缘 
是空集. 
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( Jj \ 在表示曲线 Z 的链 q 上的积分称为 A 在曲线丨上的 环流: 

J 10 A = J ^ 0 * 


M 上的每个2-形式 o ; 2 也相应于某个矢量场 A ( lj 2 = lo 2 a , = { A ,^ r })). 

形式在表示一个有向曲面 S 的链 c 2 上的积分称为 矢量场 A 穿过曲面 S 
的 通量： 

f ^a= [ (A,dn). 

Jc 2 JS 

问题 13 求矢量场 A = ( l / R 2 ) e R 在球面 x 2 + y 2 + z 2 = l 上的通量，球面定向由 z = 1 
处的矢量 e x , e y 决定.求此场穿过椭球面 ( x 2 / a 2 ) + ( y 2 / b 2 ) + z 2 = 1 的通量，定向同上. 

提示参看节36 H . 

问題14设在 2 n 维空间 R 2n = {( pi ,-** , pn ; 仍，… ， gn )} 中有一个二维链 c 2 表示边缘 
为 Z 的二维有向曲面：试求 


答 


/ dpi A dgi + • - + dp n A dq n 和 

J ro 


J^Pidqi H - \~Pndq n . 


它们是 S 在二维坐标平面 p u qi 上之投影的有向面积之和. 


§36. 外微分 

我们在这里定义 fc - 形式的外微分并证明斯托克斯 定理： 一个微分形式的外微分在一个链上 
的积分等于这个微分形式本身在链的边缘上的积分. 

A . 例： 矢置场 的散度 

流形 M 上的一个形式 o ; 的外导数是同一流形上的一个 1)- 形式‘.由 
一 个形式变到其外导数相当于作一个函数的微分或求一矢量场的散度.我们回顾一 
下散度的定义. 

令4为有向三维欧氏空间 R 3 上的一个矢量场， S 是以 z 为顶点，三个 R 3 矢量 
为棱所成的平行六面体 n 之边缘（图 155). 考虑场 A 穿过表面 S 的（“向 
外的”）通量： 

F ( U ) = J ( A , dn ). 

若平行六面体 n 很小，通量 f 就近似于平行六面体 v = (6,6，心）之体积与 
X 点“源密度”之积.后者即 
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lim 



F ㈣ 

’ 


是以为棱的平行六面体.这个极限并不依赖于平行六面体 n 的选取 
而只与点^有关,并称为矢量场4在 z 的散度 divA . 

要想进到高维情况，我们注意到 “ A 穿过曲面单元的流”是一个2-形式，我们 
称为 0 ；^. 于是散度就是3-形式 u ; 3 == divA dx A dy Adz 表达式之密度，而因为 


J (心，&， 6) = divl V ( K 2 , 匕)， 


故散度表示“单元平行六面体中的源”. 

n 维流形 ili 上的 fc - 形式 o ; fc 的外导数可以定义为 u ; fc 在 （fc + 1)- 维平行体 
之边缘上的积分的主要重线性部分. 



图155矢量场散度的定义 图156曲边平行体 II 


B . 外导数的定义 

我们来规定形式‘在 M 之 x 点的 A ; + l 个切矢量 心 ，…， ^ fc + i 上的值.为此， 
在 M 中 a : 点的某邻域中取某坐标系，即由欧氏空间] IT 中点0的一邻域到 M 中 
x 的某邻域的可微映射 /( 图 156). 

矢量 6, • • • ，以 +1 e TMa 在/的微分下的原像位于 R n 在 O 点的切空间中，所 
以可以把这些原像看作矢量 


釕，… 芯 +1 

取这些矢量在 IT 中所张的平行体 II * (严格说来，我们必须把 R fc+1 中的标准 
有向立方体及其到 IP 上之线性映射看作 R n 中的一个 （fc + 1)- 胞腔.此映射把边 
e l7 --. , e fc +1 映为〔*，…,^ +1 ).映射/把 II 映为 M 上一个 （fc + 1)- 维胞腔（即一 
个“曲边平行体胞腔 n 的边缘是一个 fc - 链 an . 考虑形式 d 在 n 的边缘 an 
上的 积分： 

F((i, … ,^fc+i)= [ 

JdU 

例我们将把光滑函数 p 称为 M 上的 0- 形式. 0- 形式 w 在0# 

Co — T > rriiAi ( mi 是整数，4是 M 上之点）上的积分就定义为 

<P = ^rriiipiAi). 

J Cn 



这时以上的定义将给岀函数 W 的“增量” F (匕 ）= ^( Xl ) - 
p(x) (图 157), 而巧匕）在0的主要线性部分只不过是#的微分. 

问题1证明函数 F ($!, ■■- ,匕 +1 )对$是斜对称的. 

可以看到，“增量”，… ，匕 +1 )的主要 （A; + l)- 线性部分 
是 M 在 a: 处的切空间 TM X 上的一个 （fc + 1)- 形式在 
^ +1 上的值.这个形式不依赖于用以定义曲边平行体的坐标系. 
它称为形式 J (在 x 点的) 外导数或外微分 并记作 (LA 



图157 —维平行体 
边缘上的积分是函数 
的改变量 


C . 关于外微分的一个定理 

定理在 TM X 上存在唯一的 （fc + l ) -形式它是曲边平行体边缘上的积分 
，…，£匕 +1 )在0处的 （ A :+ l )- 线性主部，即 


F ㈣ 1， … ,e^fc+i) = £ fc+1 Q(^i, - ■ - ，名 fc+i) + o(e fc+1 ), (e—0). 


⑴ 


形式 0 与定义 F 时用的坐标系无关.若形式 o ; fc 在 M 的局部坐标系 a 
可以写为 


LJ k = + A ■ • • A dXi 


则可写为 


dw k — ^ dai x ...i k A dxi x A • • • A dxi k . 


( 2 ) 


我们将对 x \, x 2 平面上的形式 o; 1 = a { x \ 1 X 2) dxi 来证明此定 
理. 一 般情况下的证明完全类似，但计算更为冗长. 

我们来计算即 o; 1 在以匕 T? 为棱以0 为顶点的平 
行四边形（图 158) 边缘上的积分.链由区间0彡 f < 1到平 
面上的四个映射， t 一忘 t ， + rjt ， t —7] +汔 t 组成,其重数各 
为 1 , 1 , - 1 ,- 1 . 因此 

[ 0 ； 1 = / {[a(^) - a($t + T))]^x - [a(7]t) - a{r]t + ^)]m}dt. 

JdU Jo 

这里 = dxi (^), r]i = dxi ( T }),^2 = dx 2{ i ), r ]2 = dx 2{ r }) 是矢量 f 和的分量.但是 

a{it -\~ v )~ a ($) = + + 0 (《 2 , ” 2 ) 



图 158 关于外导数 
的定理 
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(导数是在 Xl = X 2 =0 处取的).同样 


a (尔 +《)- ^ t ) = + 4- 0(^ 2 ,^ 2 ). 


在积分中应用这些式子即得 


㈣ 叫： 


da 


- Cx ^ te ) + o ($ 2 ,77 2 ) 


(1) 中提出的 F 的主要双线性部分恰好是2-形式 

„ da . . 

il = —— dx2 A axi 

UX 2 

在一对矢量 tr ? 上之值.因此所得的外形式即 （2): 


da A dxi 


da , , da , , 

—— axi A axi + —— ax 2 A ax\ 

UX\ 0X2 


da 

dx 2 


dx2 A dx\. 


最后，若由坐标系 X !, X 2 变到其他的坐标系（图 159), 平行四边形 n 将变为一个很 
接近的曲边平行四边形 n ', 于是积分值之差 J dn ^ l - S mt co l 将是高于2阶的小量 
(请加证明!) . □ 

问题2作出一般情况下该定理的证明. 

问题3证明和与积的微分公式 


d(u)i + u ； 2) = dwi + dw2 


和 


d ( u) k A u l ) = duj k 八 a / + (— l ) fc a; fc A du l . 

问题 4 证明微分的微分 为零： dd = 0. 

问题 5 令 / : M — N 是一光滑映射， u 是 N 上的一个 A :- 形式 • 证明 r ( doj ) = d ( raj ) 


% //IT 



图159外微分对坐标系的独立性 


图160对于平行体的斯托克斯定理的证明 
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D . 斯托克斯公式 

关于外微分的定理的最重要的一个推论是牛顿-莱布尼茨-高斯-格林-奥斯特- 
斯托克斯-庞加莱 公式： 



⑶ 


这里 c 是流形 M 上任一个 （fc + 1)- 链， u ; 是 M 上任意的 fc - 形式. 

为证明此公式只需考虑链由一个胞腔组成的情况即可.先设这个胞腔 a 是有向 
平行体 IICR fc+1 ( 图 160). 

我们把 n 分割为 n 糾 个与 n 相似的全等的小平行体瓜.于是，显然有 


/ ^ = yz Fi, Fi= [ UJ. 

Jdu Jdiii 


由公式 （1)， 我们有 

Fi ^ - ^ Ui ) ^ 

这里矻… ， g +1 是 m 的棱.但 E . C 1 MU -- ， a + i ) 是 / n 必的黎曼和.很容 
易验证 o ( N ~^) 对于各个贝是一致的，所以 


lim 


N—oo 


N k+l 

«=i 


N k+1 『 

= ^E^--^) = / n ^ 


最后,我们得到 

对于其多面体为平行体的链，由此自然有 （3) 式成立. 

为对任意凸多面体 D 证明 （3), 只需对一个单形①证明它即可，因为乃总可分 
割为单形（图 161): 


D = SA, dD = T,dDi ， 

我们将对一个单形证明公式 （3). 注意， 一个 k 维有向立方体总可以这样映为一 
个 A : 维单形使 

1. 立方体的内域微分同胚于单形的内域且保持 定向； 

2. 立方体某些 ( k -1) 维面的内域微分同胚于单形的面的内域，且也保持 定向; 
立方体的其他 （ A ； — 1) 维面映到单形的 （fc - 2) 维面上. 

例如在 A : == 2时,映正方形0 < a : 2 < 1为一个三角形的这样的一个映射将是 

奶=外2/2 = AT 2( 图 162). 于是对单形的公式⑶将由对立方体的公式⑶和变量 
变换公式得出（参见节 35 C ). 

①一个二维单形即一个三角形，三维单形是四面体,而 fc 维单形则是 R n 中不位于任一个 （fc -1) 
维平面上的 fc + l 个点的凸包. 

例： { zeR'A >0且 EJU 而 
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图161凸多面体分为单形 


图162对单形证明斯托克斯公式 


例1考虑坐标为 pi ， …，如， gi ,... , g n 的 R 2 n 上的 1- 形式 

to 1 = pidqi H - h Pndq n = pdq . 

这时 du l = dpi A dq \ + ••• + dp n A dq n = dp Adq 、 所以 



dp A dq = I pdq 

dC2 



特别是当 c 2 为闭曲面（知 = 0) 时， JX 2 dpAdq = 0. 


E •例 2 


矢量分析 


在一个三维有向黎曼空间 M 中，每个矢量场 A 都对应于一个 1- 形式和一 
个2-形式 u ； i . 因此，外微分可以看成是对矢量的运算. 

0-形式（即函数)， 1- 形式和2-形式的外微分对应于梯度、旋度和散度 如下义 


df = ^ rad/ , dw\ = ujI utIA , (Lj 2 a = (divA)u; 


3 


( o ; 3 就是 M 的体积元素).因此由 （3) 式有 





grad / - dl , 若 dl = y — x ， 



i 


Adi = JJ curl A - dn , 若 dS = l 



Adn 


s 


JjJ ( divA ) oj 3 , 若 = S . 


问题 6 证明 


div [ A , B ] = ( curL 4， B ) ~ ( curlB , A ). 
curl ( a - A ) = [grad a ， A 】+ a curl A - 
div ( aA ) = (grad a ， A ) + a divA . 

提示 对微分形式的积用求导公式 

= ^ ^b) = 八八 dcos 

问题 7 证明 curl • grad = div curl = 0. 


提示 dd = Q. 


)在英美文献中，常用 curl 而不用 rot , 例如本书英译本 


中译者注 





F . 附录 1 : 三正交坐标系中的矢 置运算 


令 Xi , x 2 ， a ： 3 为 M 上一个三正交坐标系，办 2 = Eidxl + E 2 dx \ +五 3 &|，而 q 
是单位坐标矢量（参见节 34 F ). 

问题8已知矢量场 A = A \ e \ + 4- ^363 之分量，求其旋度的分量， 


解由节 34 F 


A \\ fE \ dx \ + A t 2 .\ TE2dx2 + A3 V Ezdxz - 


所以 


du 


1 — 广 dA ^ y/Ez 

A= V ^2 


OA 2 y/ E/2 

dX 3 


dx2 A dxz + 


^curlA 


由节 34 F ， 我们有 


curlA 


1 ( dAz y/Es 0A2 VE 2 ^ ^ 

E 2 Ez \ ^2 dxz ) 

\JE\€i V^2 e 2 y/Es ^3 

1 d d d 

E1E2E3 dxi 6x2 dxs 

A\y/E\ A2%/®2 -A3 y/Es 


ei + 


特别是，在 R 3 的笛卡儿坐标系、柱坐标系和球坐标系中分别有 


curlA 


dAz 

dy 


dA 2 

dz 


e x + 


dAi 

dz 


dA 3 




dx 


+ 


dA 2 

dx 


dAi 

dy 


1 (dA z drA^\ 

r \ d(f dz ) 


e r + 


(dA r _ dA z \ 

y dz dr ) 




r 


/ dvA ^ \ 

\ dr dip ) 


e 


1 fdA e 

RcosO \ d(p 


dA ^ cos 0 


00 




ORA& 

a 


1 

+ R 


dRA ^ 

~ dR ^ 


p 1 OAr\ 

cos 9 d<p J e& 

A \ B \ + A . 2^2 4 " ^ 363 的散度 • 


问题 9 求矢量场 A 


解 




E2Ezdx2 A dxz + A2y / E \ dx3 A dx \ + • • • • 所以 

du )\ = —— ( A \ y / E 2 E ^) dx \ A dx 2 A dxz + • • •. 
0x1 


但由散度的定义 



divA VEi E2 Esdx 1 A dx2 A dx3 . 


这意味着 


divA 


E1E2E3 V ^ 3^1 




dX 3 


特别是在 R 3 的笛卡儿坐标系、柱坐标系和球坐标系中有 

divA = ^ + ^ + ^ 

dx dy dz 

_ 1 / 6 rA r dA ^\ 8 A Z 

r k dr + dtp ) dz 

1 / dR 2 cos OAr dRA ^ 

R 2 cosO I dR 七 d^p 


1 / dr A r 

r \ dr 


d R cos OAe 

de 
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问理10 Af 上的拉普拉斯算子即是算子 △ = div grad . 求它在坐标:中的表达式 


答 

特别是，在 R 3 上有 


△/ 


1 


d 


y/EfEz df 、^ 

VE1E2E3 [dxx V Ei dxl) 十 


d 2 f , d 2 f , d^l 

dz 2 




|| + J 荽+ *每 + |^ 


R 2 cosO 


G . 附录 2: 闭形式与循环 





一个不可压缩（而且无源的）流体过区域 D 之边缘的通量为零.我们要提出这 
个明显的论断的高维类比.若矢量场 A 适合 divA - 0则为无源，而无源流体的高 
维类比称为闭形式. 

定义 流形 M 上的微分形式 u ;, 若外微分为0,则称为闭形式. 

特别是，相应于无源矢量场 A 的2-形式 u ； i 是闭的.还有，由斯托克斯公式 （3) 
有： 

定理 闭形式在任一 (fc + 1) 维链 c fc +1 之边缘上的积分 为零： 

f = 0,若 cL ;* = 0. 

J^Ck+l 



问题 11 证明一个微分形式的微分恒为闭. 

另一方面,确有不是微分的闭形式.例如取 M 为除去原点的三 
维欧氏空间 M 3 ： M = R 3 -{ O }， 而2-形式为矢量场 A = { l / R 2 ) e R 
之通量（图 163). 容易看到 dwA = 0,所以我们的2-形式岵为 
闭.同时，它在任一以0为心的球面上通量为 4 tt . 我们要证明一 


个形式的微分在球面上的积分必为零. 
定义 流形 M 上的循环就是边缘为零的链. 


上述球的有向表面就是一个循环.由斯托克斯公式 （3) 立刻就有 
定理 一 个形式的外微分在任意循环上积分 为零： 



若 9 cjt + i = 0, 


于是上述2-形式 u ； i 不是任何 1- 形式的微分. 

在 M 上是否有不为微分的闭形式存在，这与 M 的拓扑性质有关.可以证明若 
M 是矢量空间则其上每一个闭的 A :- 形式都是某一个 （fc - 1)- 形式的外微分（庞加莱 
引理)_ 
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问题 12 对 1 _形式证明庞加莱引理. 

提示考虑 JT 。、 1 = Wa ). 

问题 13 证明在矢量空间中闭形式在任意循环上的积分为零 
提示作一个以所给循环为边缘的 （fc + 1 ) 雀（图 164 ). 

具体说来，对任意链 c 考虑 “ c 上以 O 为顶点的锥”. 

若将构造一个锥这个运算记为 P ， 则 

dop + pod = 1 (恒等映射). 

因此,若一链 c 为闭，则 d(pc) = c. 

问题 14 证明矢量空间上的任一闭形式均是外微分. 


图 164 —个循环 
上的锥 


提示利用锥的作法.令为 R n 上的分形式.我们如下定义一个 （fc - 1 )- 形式 
pj (称为 W 上之“上锥”)：对任意链 C fc _! 



pu) 


Ck- 





PCfe 


容易证明 （fc - 1 )- 形式 po ; fc 存在且唯 一: 在 x 点切于 IT 的矢量$， • •. ，心 - 1 上，其值为 

(puj)x (^1 ， . . . ， ^fe—l) — f ， . • * ， ^k — l)dt. 

JQ 

容易看到，对于 R n 上的微分形式有 

dop-\-pod = 1 (恒等映射 )_ 

所以，若形式 J 是闭的， d ( puJ k )^ u ; k . 

问题 15 ♦ X 为 M 上的矢量场而 a ; 为分形式.我们用下式定义一个 （fc - 1 ) 1 分 
形式 ixa ;( w 沿 X 之内导数， 

(« xw )(^ i , ■ - - = a ；( X ,$ l , • -- ，汔 fc - 1 ). 

证明同伦公式，即对任意微分形式有 


ixd 七 dix = Lx 


L X 是沿场 X 的方向求导的微分算子. 

[ Lx 对一形式的作用可以利 ffl X 之相流{ 〆 }由下式 定义： 

(Lxuj)U) = ^ ^( 5 * 0 - 

亡 0 

L X 称为李导数或渔产品 2 ):种种微分几何对象顺流游过渔夫，渔夫稳坐着钓出了种种东西 .] 

亦称为 X 与 u ; 之内积或缩.记作 X 」 o ;.— 中译者注 
2 )这自然是一个诙谐的说法，“导数”在俄语中是“产生”的派生词.而 “ Poisson 括弧”中 Pois - 

SO n ( 泊松）在不作为人的姓氏时是鱼的意思.——日译者注 
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提示用孖表示由下式定义的“同伦算子”，它把每一个 fc-S 7 : ct ^ M 变为 （fc + 1)^& 

H'y : (I x a)—'M; ( 丑 7)( 亡，怎 ）= 5 *( 怎 )(J = [0, 1 ]). 于是 

g X/ y — 7 — d ( H ' y ) + H ( dy ). 

问题16证明三维欧氏空间（或黎曼流形上）的矢量积求导 公式： 

curl [ a , 6] = { a , b } + adiv 6 — 6 diva . 

* 

({ a ,6} = L a b 是矢量场的泊松括弧，参见节 39). 

提示若 T 是体积元素，则 

^ curi [ o » ^ b ] ^ — diaib 丁、 div Q — di 级丁, {o ， 6} L(%b ，t ， 5}; 

利用这些关系式以及 dr = 0 这一事实，很容易由同伦公式导出 curl [ a ,6] 这一求导公式 . ^ 

H . 附录 3: 上同调和同调 

M 上 fc - 形式之集成一矢量空间，闭形式成一子空间而 （fc - 1)- 形式之微分又是 
此子空间的子空间.商空间 

(闭形式 )/( 微分）=妒 ( M ， R ) 

称为流形 M 的 维上同调群. 它的元素是闭形式的等价类,相互之间只差一个微分. 

问题17证明对于圆周5 11 我们有 H \ S \ U )=^. 

空间 H k ( M , R ) 的维数称为 k 维贝蒂数. 

问题18求环面 r 2 :# xS 1 的一维贝蒂数. 

不可压缩流体（无源）过同心球面的通量是相同的.一般说来在 A :- 维循环上积 
分一个闭形式时，可将此循环换成另一循环，只要二者之差是一个 （fc + 1) -链的边缘 
(图 165): 



图165同调的循环 


D 最后一式是译者所加，它是一种积的求导公式（莱布尼茨公式)，而由李导数之定义容易看出. 
注意 我们的定义是 




dt 


9 l A 


许多书上则符号相反.由 T 非退化，故 


0冷 


a 


日译者注 
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只要 a — b = dck-\-i 而且 = 0. 

庞加莱称这样两个循环为 同调的. 

在适当定义 ® 流形 M 上的链之群及其循环之子群与边缘（即同调于0的循环) 
子群后，商群 

(循环 )/( 边缘）= H k ( M ) 

称为 M 的 &维同调群. 

这群的元素是彼此同调的循环所成的等价类. 

这个群的秩等于 M 的 fc 维贝蒂数 (德拉姆 （De Rham ) 定理). 


①我们的群 { c fc } 必须弄得小一点，即将只有参数化方式/不同或只有多面体 D 的选择不同的 
小块视为相同的.特别是，我们可 以设乃 总是同一个单形或立方体.此外,我们必须取每一个退化 
的 fc - 胞腔 （A /， Or ) 为零.即若 f = f 2 -f 1 . 而 A : D—D\D ， 维数小于 fc 时，取 （ D _, /， Or ) = 0. 




第八章辛流形 


流形上的辛构造就是一个非退化的闭2-微分形式.力学系的相空间有自然的 
辛构造. 

在辛流形上和在黎曼流形上一样,在矢量场和 1- 形式之间有自然的同构.辛流 
形上对应于一函数之微分的矢量场称为哈密顿矢量场.流形上的一个矢量场定义一 
个相流，即一个单参数微分同胚群.辛流形上的哈密顿矢量场的相流保持相空间的 
辛构造. 

流形上的矢量场构成一个李代数.辛流形上的哈密顿矢量场也构成一个李代数. 
这个代数中 的乘法 运算称为泊松括弧. 

§37. 流形上的辛构造 

我们在这里定义辛流形，哈密顿矢量场和余切丛上的标准辛构造. 

A . 定义 

令 M 2 - 为一偶数维微分流形. M 2 n 上的一个辛构造即 M 2 " 上的一个闭的非退 
化的2-微分形式 o; 2 : 

‘ 2 =0， 且 V 《一 0,3 r ? : u ; 2 ($， T 7)#0 

( M 2 n , u ; 2 ) 称为一个辛流形. 

例 考虑坐标为内，你的矢量空间 R 2 n , 并令 a ; 2 = Hdpi A d qi . 

问题证明 ( R 2 n , a ; 2 ) 是辛流形 .n = 1时它就是（平面，面积). 




§37 . 流形上的辛构造 


下面的例子可以解释辛流形何以出现在动力学中.和微分流形的切丛一起考虑 
其对偶——余切丛，时常是有用的. 

B . 余切丛及其辛构造 

令1/为一 n 维微分流形. V 在; c 处的切空间上的 1- 形式称为 V 在® 的余切 
矢量 . V 在*点的所有余切矢量之集形成一个 n 维矢量空间而对偶于切空间 TV X . 
我们记此余切矢量的空间为称为 F 在; c 的余切空间. 

流形上各点的余切空间的并称为 F 的余切丛，记作集 T * V 有一个自然 
的 2 n 维微分流形构造. T ^ V 之一点是 F 在其 某点; r 的切空间上的一个 1- 形式. 
若 q 是选定了的 F 上之局部坐标系.则此形式可用其 n 个分量 p 来表示 . p ， g 共 
2 n 个数组成 T * V 上点的局部坐标. 

有一个自然的投影/ : V (将 T * V X 上的1~形式投到 a ： 点).投影/是可 

微的满射. 一点 ; r e V 在/下的原像就是余切空间 

定理 余切丛有自然的辛构造.在上述局部坐标下这 
个辛构造由下式给出： 

uj 2 = dp A dq = dpi A dq \ H - h dp n A dq n . 

证 我们先在 T * V 上定义一个特定的 1 - 形式.令 《 € 

T ( T * V ) P 是在 p € T * V X 处切于余切丛的矢量 （图 166). 自然 
投影/ : t * v ^ v 的微分: tv 将《映为在 T 处 

切于 y 的矢量现用= p (/4) 定义 t * v 上的 1- 
形式.在上述局部坐标系下， u; 1 = pdg . 由4中之例，闭形式 
0； 2 = 是非退化的，形式 U ； 1 称为作 用量. 

注 考虑构形流形为 M ， 拉格朗日函数为 L 的拉格朗日力学系.易见拉格朗日“广义速度” 
q 是构形流形的切矢量，而“广义动量” p = dL/dq 是余切矢量.所以拉格朗日系统的“仏</”相 
空间是构形流形的余切丛.上面定理说明一个力学问题的相空间有自然的辛构造. 

问题 证明勒让德变换与坐标系无关.它把切丛上的函数 TV -^ R 变为余切丛上的函数 

h : 

C . 哈密顿矢量场 

一个流形的黎曼构造可在切矢量空间与 1- 形式空间中建立一个同构.一个辛 
构造可建立一个类似的同构. 

定义 对于每一 个在; C 处切于辛流形 { M 2 n , w 2 ) 的矢量$都有一个 TM 龙 上的 
1- 形式以与之相关联如下： 

4(”） =。 2 (”，0， V ” e TM X . 
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问题 证明对应关系是切矢量与 1- 形式的两个 2 n 维空间的同构. 

例在 R ^ = {( P , g )} 中我们用欧氏构造 （ AaO ^ pS + g 2 把切矢量和 1- 形式 
全同起来.这时对应 ^ u ;\ 是一个变换 M 2 n ^ M 2n . 

问题 在基底下算出这个变换的矩阵. 

^ ㈡ . 

我们将用 J : T * M X ^ TM X 记上述同构.现令丑为辛流形 M 2 n 上的一个函数. 
则 dH 是 M 上一个 1- 微分形式，而在 M 之每一点均有一个切矢量与之相联.这 
样我们得到了 M 上的一个矢量场 IdH . 

定义矢量场 Jdff 称为哈 密顿矢量场； 丹称为 哈密顿函数. 

例若 M 2 n == R 2 n = {( p ? g )}) 我们就得到哈密顿典则方程的相速度矢 量场： 


x = IdH ( x ) 


P = — 



dH 

dp 


§38. 哈密顿相流及其积分不变量 


刘维尔定理断定了相流保持体积.庞加莱找到了为哈密顿相流所保持的一系列微分形式. 

A . 哈密顿相流保持辛构造 

令 ( M 2 n , o ; 2 ) 为一辛流形 ，丑： M 2 n ~^ R 是其上一函数.设相应于丑的矢量场 
IdH 给出一个单参数微分同胚群/ : M 2 n ^ M 2n : 


d _ 

dt 


g l x — IdH { x ). 
t=o 


群 〆 称为具 有哈密顿函数孖的哈密顿相流. 
定理哈密顿相流保持辛 构造： 


= lo 2 . 

n = 1时= M 2 , 这定理指出相流保持面积（刘维尔定理). 

为证此定理，引人以下记号很有用处（图 

Jdc\ 167 ^* 

L^J 令 M 为一任意流形， c 是 M 上的 fc - 链， 

° Q 1 : M ^ M 是单参数可微映射族.我们要在 



图167循环在同伦下的迹 


M 上作一个 （ fc + 1) -链 Jc 称为链 c 在同伦 

5*(0 彡亡彡 T ) 下的迹. 
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令 （A /， Or ) 是链 C 中一个胞腔.对应于它在链 Jc 中有一个相联的胞腔 （IX , //， 
OT f ). D f = JxD 是区间 i t 与 D 之 直积; 可由 / : D—M 得出映射 /' : D，—M 
如下 f / ( t , x )= g t f ( x ); 而包含 IT 的空间 R k + 1 的定向 Or ' 由标架 e 0 , e lr .- , e fc 给 
出， eo 是^轴的单位矢量, ei ，…，是乃的有向标架. 

我们可以说 Jc 是 c 在同伦 〆 下扫出的链, 0 < t < t . J C 的边缘包括 c 的开始 
与终结位置所成的“端墙”以及由 c 的边缘铺满的“侧面”. 

容易验证,在上面选的定向之下， 


d(Jc k ) = g T c k -Cfc - Jdc k - 


(1) 


引理 令 7 为辛流形 ( M 2 n , tu 2 ) 上的 1- 链. 〆 为 M 上具有哈密顿函数孖的 
相流.这时 

^ [ dH. 


Ji 


9 T 1 


证只需考虑具有一个胞腔 /: [0,1]- M 的链就够了.我们引入记号 


由积分的定义 



但由相流之定义 T ? 是具有哈密顿函数丑的哈密顿场（在 f ( s , t ) 处）的矢量.由哈 
密顿场的定义, u ; 2 (77,0 = dH ⑹.所以 



系 若链7是闭链（外= 0),则/ cu 2 = 0 . 

Jjy 



定理的证明 考虑任意的2-链 c . 我们有 



□ 


(1 是由于 J 为闭，2是由于斯托克斯公式，3由式 （1), 4由以上引理令 7 = 所 
以 J 在任意链 C 及其像上的积分相同. □ 

问题是否 M 2 n 的每一个保持辛构造的单参数微分同胚群都是哈密顿相流？ 

提示参看节 40. 
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B . 积分不变置 

令 g : M — M 是一可微映射. 

定义 fc - 微分形式 o ; 称为映射 g 的积分不变量 若它在任意链 c 及其像 y 
上的积分 相等： 



dpAdq 为面积元素，则 u ; 2 是任意雅可比行列式等于1的 


例 若 M = IR 2 , u ; 2 = 

映射之积分不变量. 

问题 证明 J 是映射 g 的积分不变量当且仅当 

问題 证明若 o ; fc 和 o / 都是映射 P 的积分不变量，则 o / A d 也是 P 的积分不变量 

节 A 中的定理现在可以改述 如下： 

定理 给出辛构造的形式 CJ 2 是哈密顿相流的积分不变量. 

现在考虑 cj 2 的外幂， 

( a ; 2 ) 2 = u ) 2 A a ; 2 , ( a ; 2 ) 3 = u ; 2 A a ; 2 A to 2 , * • * . 

系 （ u ; 2 ) 2 ，( u ； 2 ) 3 ，( a ; 2 ) 4 , … 都是哈密顿相流的积分不变量. 

问题 设辛流形 ( M 2 n , a > 2 ) 的维数是 2 n . 证明当 A : > n 时 ( tj 2 ) k 
上的一个非退化 2 n - 形式. 


0,而且 （ a ; 2 ) n 是 M 


我们用 （ a ； 2 ) n 来定义 M 
面的系又得到了刘维尔定理. 


上的体积元素.于是哈密顿相流保持体积，这样从上 


例 考虑辛坐标空间 M 2n = M 2n = {( p , q )}, co 2 = dp A dq = Edpi A dqi ， 这时 


( uJ 2 ) k 正比于形式 


2 k 


dpi x 八…八 dpi k A dq ^ 八…八 dqi k . 


ii < … Cite 

2 fc 的积分等于投影到坐标平面 （ Pil , 


• .， Pi fc ， 仿 i , …， fe ) 上的有向体积之和. 
若映射以 a ; 2 为积分不变量，则称 g 为典则映射.典则映射通常称 
为典则变换. a ; 4 ，^ 6 ，... , u ; 2 n 在每个典则变换下都是积分不变量.所以，在典则变换 
下，在坐标平面 （Ph ，…，仿 fc )， l 彡& ( n 上的投影之有向面积之和不变. 
特别是，典则变换保持体积. 


由方程组 P 


dH 


dH 


Q 


给出的哈密顿相流全是由典则变换构成的. 


dq dp 

上面考虑的积分不变量也称为绝对积分不变量. 

定义 fc - 微分形式 a ; 称为映射 g : M — M 的相对积分不变量，若对任意闭的 


fc - 链 c 有 




定理令 a ; 为映射 g 的相对积分不变量.则 da ； 是 g 的绝对积分不 变量. 


§39. 矢置场的李代数 
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证令 C 是一个 （fc + 1)- 链.这时 



(1 和4是由斯托克斯公式而得，2是相对积分不变量的定义，3由边缘的定义而 
来 .） □ 

例 典则映射 P : IR 2 n — 以 1- 形式= pdg = Vi ^ i 为相对积分不变 
量.事实上，的每一个闭链 c 都是某个链 a 的边缘，于是我们有 



(1 和6是由 a 之定义，2由3之定义3,5是由斯托克斯公式而来，4则是由于 g 为 
典则映射和心 1 = d ( pdq ) = dp A dq — a ; 2 .) 

问题若是映射 p : M ^ M 的绝对积分不变量，是否必为相对积分不变量？ 

答若 M 上有一个闭 fc - 链不是边缘就不行. 

C . 能置守恒定律 

定理 具有哈密顿函数丑的哈密顿相流以丑为一个首次积分. 

证丑 在矢量7?方向下的导数等于 dff 在7?上之值.由哈密顿场的定义，对 
v = IdH 我们有 o 0 

dH ( rf ) = uj 2 { r ], IdH ) = a ; 2 (”，? 7 ) = 0. □ 

问题证明 1- 形式 d 丑是具有哈密顿函数丑的相流的积分不变量. 

§39. 矢量场的李代数 

流形上的每一对矢量场决定一个新的矢量场，称为它们的泊松括弧 1〉 .泊松括弧运算使流形 
上的无穷可微矢量场所成的矢量空间变成了一个李代数. 

A . 李代数 

李代数的一个例子是带有矢量积运算的三维有向欧氏空间.矢量积是双线性、 
斜对称的而且满足 雅可比恒等式 

[[ A , B ], C] + [[ B , C ], A ] + [[ C , A ], B] = 0. 

定义 李代数 L 就是具有一个双线性斜对称且满足雅可比恒等式的运算 x 
L — L 的矢量空间. 

这个运算通常用一个方括弧表示,并称为交换子. 

问题证明 n x n 矩阵之集成一个李代数若我们定义其交换子为0， B ]= AB - BA . 
i ) 也叫李括弧. 一 译者注 
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B. 矢置场与微分算子 

令 M 为一光滑流形 ， 4为其上的光滑矢 量场： 即在每一点 xeM 均有一个光 
滑切矢量 A ( x ) e TM X . 利用这样一个矢量场可以作出两个东西来： 

1. 单参数微分同胚 群即流 A * : M — M 而 A 为其速度矢量 
场（图 168 ) ①： 

A t x — A(x). 

^ t=o 

2. —阶微分算子这里指的是沿场 4 方向对函数 求导: 
对任意函数 W : M —" R , A 方向 的导数 是一个新函数 L A Kp ' 它在 x 
点之值是 

(L A <p){x) = — ip{A t x). 

ai t =0 

问题求证算子 I/A 是线性的，即 La ( M ^1 + 久2#2) = XiLa^PI + A 2^ A ^2 ( Ai , A2 € R ), 
再证莱布尼茨公式 La ^ I ^) = + < P 2 La ^ 1 ^ 

例令 （ A ,... , 0 ^) 为 M 的局部坐标.在此坐标系中矢量 A ( x ) 由其分量 
(^( x ),..- ,^ n ( x )) 给出； 流 f 由微分方程组 

±1 = Ax(x), • - - ,X n = A n (x) 



图 168 由矢量场给 
出的微分同胚群 




图169不可交换流 


C . 矢置场的泊松括弧 

设在流形 M 上有两个矢量场 A 和它们相应的流 W 
与 B 8 一 般不可交换： A l B s ^ (图 169). 

问题找一个例子. 

解 （ xi ， X 2) 平面上的场 A = ei,B — xie 2 - 


①由常微分方程理论的存在、唯一性与可微性定理，当 M 为紧时可以定义群在一般情况 
下，映射 f 只对小的 t 在®的某邻域内才有 定义; 但对下面要作的事,这也就够了. 


为了量度 流/与 不可交换的程度,考虑和这两个点.为了 
估计它们的差，我们来比较流形 M 上某光滑函数^在这两点之值.差 

A ( t ; 5 ; x ) = ip { A t B 3 x ) — ip { B s A t x ) 

显然是 S 和 f 的可微函数而当 s = 0 ^Lt = 0 时为零.因此 A 在0处对 S 和 t 的泰 
勒展开式第一个非零项中含 W 且其余二阶项全为零.我们将计算 A 在0点的主要 
双线性项. 

引理1 在 0 处混合偏导数 d 2 A/dsdt 等于 A,B 方向导数的交 换子： 


d 2 

dsdt 


{ ip ( A t B 8 x ) - ( p ( B 8 A t x )} = ( LbLa ^ - LaLb ^>){^) 


t=o 


证由 L a 之定义 


d 

dt 


= ( L A ( p )( B s x ) 


用功记 L A if , 则由之定义 

d 

dl 


Tp(B 8 x) = (Lb^P)(x). 


所以 


d 2 

dsdt 


ip{A t B 8 x) = (LbLa^p)(^)^ 


t—O 


我们现在考查微分算子之交换子 l b l a - l a l b . 初一看它是一个二阶微分算 
子，但其实我们有 

引理2 算子 L b La- L a Lb 是一阶线性微分算子. 

证令（山，…，人 ), (历， …， B n ) 是矢量场 A B 在 M 的局部坐标系，…， 
x n ) 下的分量.于是 

Tl q Tt ^ 

l bL a ^p = A 3^r.^ 


dx ^ 


^ ry dA j d ^ D ^ d 2 ip 

tj=l J J 


若减去 L a Lb ^ 则可看到 W 的二阶导数项消去，故 


(LbLa — LaLb)^ 


E (玖 

hj=i v 


dAj 

dxi 


A ^dBA d < p _ 

1 dxi J dxj 



.166 • 


第八章辛流形 


因为每个一阶线性微分算子都由一个矢量场给出，我们的算子 L B L A — L a L b 
也对应于某个场 C . 

定义 M 上的两矢量场 A 与 B 的 泊松括弧或交换子① 是一矢量场 C 使得 

Lq — LbLa — LaLb . 

两个矢量场的泊松括弧记作 

C = [ A , B ). 

问题设矢量场4、 B 由它们在坐标系 （&：) 下之分量 A u Bi 给出.求泊松括弧的分量. 

解在证明引理2时我们已证得了公式 

0爲=自(氏盩-先尝). 

问 题令山 为以角速度 …绕。 旋转的刚体的线速度矢量场 ' A 2 相同但角速度为 0；2. 
求泊松括弧 [ Aa , A 2 ]. 

D . 雅可比恒等式 

定理 泊松括弧使流形 M 上矢量场所成的矢量空间成为一个李代数. 

证 泊松括弧的线性与斜对称性是清楚的.我们只要证明雅可比恒等式.由泊 
松括弧之定义我们有 

L [[ a , b ], c ] = L c L [ A ^ B ] - L [ AjB ] L c 

= LcLbLa — LcLaLb + LaLbLc — LbLaLc- 

所以在整个和 ^[[ A , B ], C ] + L [[ B , C ) t A \ + L [[ C , A ], B ] 中共12项.每一项均出现两次但符 
号相反. 口 

E . 流的可交换性条件 

令 A 与 B 是流形 M 上的矢量场. 

定理流 W 与当且仅当相应矢量场的泊松括弧 [ A , B ] 为零时才是可交 
换的. 

证若 A l B s = B S A \ 则由引理 l [ A , B ] = 0.若 [ A , B ] = 0,则由引理1，对任 
意函数^在任意点 z 均有 

< p ( A t B s x ) — ( p ( B s A t x ) = o ( s 2 - Hi 2 ), s -^0 与亡一 >■(). 

0许多书上泊松括弧之定义与这 i 的定义符号相反.我们用的符号与李群理论中交换子的符号 
一致（参见 F ). 

D 由节 26 D 之例 ， q = gU 即所说的速度山，它对 q 是线性的.——日译者注 
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我们要证明这意味着对充分小的 s 和 f 有将此式应用到局 
部坐标 = ,^ = x n ) 即有 A f B s = B S AK □ 


考虑 (t,s) 平面上的矩形0 < t < i o ,0 < S 彡 So (图 170). 对每一个 
由有限多段坐标轴方向的区间组成的由 （0,0) 到 (to, so) 的路径都相应有 
一 个变换 W 与 S s 之积. 具体说来，对每个区间 有 乂―〃，而 
对区间 si ^ s ^ S2 则有 B S2 — S1 . 依这些区间在始自 （0,0) 的路径中出现 
的次序施行这些 变换. 例如边 （0 < f <紿， s = 0) 和 （f = i 0 , 0 < s < s 0 ) 
相应于积 B s °B t0 , 而边 (t = 0,0^s^s o ) 则相应于 A to s 3 °. 



此外，对 (t y s) 平面上每一个这样的路径都有流形 M 上的一个路径，图 170 流的可交换 
从 x 开始而由流 W 和 S 3 的轨道构成（图 171) .若 (i,s) 平面上的路径性的证明 


相应于积则在流形 M 上的路径终于点 


A^B 9 -x. 我们的目的是要证明，所有这些路径实际上终于同一点 


A t0 B 3 °x = B s °A to x. 

把区间彡 t 0 和0彡 s 彡 s 0 iV 等分.使整个矩形分为 iV 2 个小矩形.由边 (0,0)— 


{O y to)—(so,t 0 ) 过渡到边 (0,0)— (5 0 ,0)— (so^o) 可以用 AT 2 个步骤完成，每一步都有一个小 
矩形的一对边变成了另一对边（图 172). —般说来这个小矩形相应于流形 M 上的曲线四边形 
/37&Q： (图 1H). 考虑它的对应于 s 和 t 的最大值的顶点 a 和0的距离 p(a,/?) ①.前已看到, 
p(a，0) 《 AT 3 (这里常数 Ci > 0 不依赖于 N). 用微分方程解对初始数据可微性定理可知， 
不难由此导出 M 上两个路径以7/?〆和 xdeaa 1 终 点距离 的一个 上界： p(a\f3 f ) ^ C 2 N_ Z 、C 2 
又与 N 无关.但是可以把由 B 3 °A t0 x i!] A to B So x 的整个路径分为 TV 2 个这样的小段.于是 


p(A to B s °x,B so A to x) ^ AT 2 C 2 Ar 3 ,WV. 所以 A to B s °x = B s °A to x, 


□ 



t 

X 

3 


2 

1 



a 172从一对边到另一对边 


F . 附录： 李群的李代数 

李群就是一个同时又为微分流形的群 G , 且群运算（积与逆）是可微 映射 ： G X 
G—G 与 G — G . 

①按 M 上某个黎曼度量计. 
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李群 G 在单位元处的切空间 TG e 有自然的李代数构造如下： 

对每个切矢量4 e rG e 均有一个单参数子群 W c G , 其速度矢量为 A = 
{d/dt^AK 

两个子群 f 和妒的不可交换性由积来量度.可以证明有唯一 
的子群使 

C st ) = o (5 2 ~ M 2 )， 当 5 ,亡 —0 时. 

相应的矢量 C 7 = { d / dv )\ r ^ C r 称为矢量 A 和 B 的李括孤<7 = [ A , B ], 可以证明， 
这样引人的李括弧运算使空间 TG e 成为李代数（即此运算是双线性斜对称的且适合 
雅可比恒等式).这个代数称为李群 G 的李代数. 

问理计算三维欧氏空间的旋转群 50(3) 的李代数中的括弧运算. 

引理1说明矢量场的泊松括弧可以定义为流形 M 的微分同胚群这个“无限维 
李群”之李括弧®. 


另一方面,李括弧也可用李群 G 上的矢量场之泊松括弧来定义.令 g € G ， 右平 
移均即映射构： G — G , R g h 二 hg. R g 在 g 点的微分映 TG e k TG g . 这样,每个矢 
M A eTG e 都对应于群上一个矢量场，即右平移 （ i ^)* A ， 并称之为右 不变矢量场. 
显然，群上的右不变矢量场由它在单位元处之值决定. 


问题证明李群 6 Lh 的右不变矢量场之泊松括弧也是一个右不变矢量场，它在群的单位元上 
之值等于单位元处的原矢量场之值的李括弧. 


§40. 哈密顿函数的李代数 

辛流形上的哈密顿矢量场是其上一切矢量场的李代数之子代数.哈密顿函数也构成一个李代 
数 •. 其中的运算称为函数的泊松括弧.哈密顿相流的首次积分组成哈密顿函数的李代数的一个子 
代数. 


A . 两个函数的泊松括弧 

令 (M 2 n ， u 2 ) 为一个辛流形.对于每个函数 F : M 2n -^R 对应有 M 2n 的典则变 
换的单参数群: M 2 n -^ M 2 n ——即哈密顿函数为孖的相流.令 F 为 M 2n 上的 
另一函数. 

定义 辛流形 （ M 2 n ， o ; 2 ) 上的函数 F 和丑之泊 松括孤 CF , 丑） 即函数 F 在哈密 
顿函数为丑的相流方向的 导数： 

(F,H)(x)^~ Fig^x)). 

az t =0 

所以 M 上两函数之泊松括弧仍是 M 上的一个函数. 


® 我们在泊松括弧的定义中符号的选择就是由这个对应关系决定的. 
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系 1函数 F 是哈密顿函数为丑的相流之首次积分当且仅当 其与丑 之泊松 
括弧恒为零:(仄丑）三 0.. 

若应用辛流形 ( M 2 -,^ 2 ) 上的 1- 形式与矢量场间的同构/，则可给泊松括弧的 
定义稍微不同的形状.这个同构由以下关系 定义： （参见节 37) 

相流5^的速度矢量是 IdH. 这意味着 

系 2函数 F 和 H 的泊松括孤等于 1- 形式 dF 在 IdH 上之值 • 后者是哈密 
顿函数为丑的相流的速度 矢量： 


( F , ff )= dF ( IdH ). 

再用一次前述公式，我们得到 

系 3函数 F 和 H 的泊松括孤等于哈密顿函数为 F 和 H 的相流之速度矢量 
之“斜数量积” 

{ F , H )= J 1 { IdHJdF ). 


现在清楚地有 

系 4函数 F 和孖的泊松括弧是函数 F 和孖的斜对称双线性 函数： 

{F. H) = — ( 丑， F) ， （丑 ，+ X 2 F 2 ) = + A 2 (H, i^), M). 

以上的论证虽然是明显的，却导致了不平凡的推论，其中包含诺特定理的一个 
推广如下： 

定理 若辛流形 （ M 2 ' u ; 2 ) 上的哈密顿 函数孖 在以 F 为哈密顿函数的典则变 
换的单参数群下不变，则 F 是具有哈密顿 函数孖 的方程组之首次积分. 

雩 

证因丑 是流心 的首次积分， (F ， H) = 0( 系 1). 因此 (H, F) = 0( 系4)，而 F 
是一个首次积分（系 1). □ 

问题 1 在典则坐标空间 R 2 " 二 {( p , q )}^ 2 ( tv ) = [^ rj \ =此 V ) 中计算 两函数尸 和 
H 的泊松括弧. 

解 由系 3 我们有 

(F, H) = [MH, IdF] = [gradH, gradF ] =宕 g g — 篆 

(我们利用了在基底 下了 是辛同构，而且可表为 


这个事实). 
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问题2计算基底函数趴和仍的泊松括弧. 

解基底函数的梯度构成“辛 基”： 其斜数量积是 ( pupj ) - ( q ^ qj ) = 0,(内，％) = 0 (i # 
j) ， (Qi ， Pi) = -{puQi) = 1 - 

问题3证明变换 A : K 2 n -> R 2n , ( p , q )^( P ( p , q ), Q ( p , q )) 为典则变换当且仅当任两个函 
数不论在变量 （ P ， g ) 或 ( P , Q ) 中其泊松括弧都 相等： 

/rn rr , dH dF dH OF OH 8 F dH OF /IP 

、 F ， H 、， q = ^~ d ^~ ~ d ^ d ^ = dPdQ ~ dQdP = (F,/f)p ' Q 

解设 A 是典则变换，故辛构造 dpAdq 与 dP /\ dQ 相同.但是泊松括弧（仄丑）的定义 
是用辛构造不变地给出的，它不涉及坐标.因此 

(F,if) Pjg = (F,i/) = (F,if)p,g. 

反之,设泊松括弧 ( Pi ， Qj ) P ， q 有问题2所示的标准形式.这时显然 dP A dQ = dpf \ dq , 即 A 是 
典则的 _ 

问题4证明乘积的泊松括弧可用莱布尼茨法则 计算： 

(F 1 F 2 ,H) = Fi(F 2 ,H) + F 2 (Fi,H). 

提示泊松括弧 ( FiF 2 ,^) 是积 FiF 2 在场 IdH 方向的导数. 

B . 雅可比恒等式 

定理 三个函数的泊松括弧满足雅可比恒等式 

((A, B), C) + ((B, C), ^1) + ((C, B) = 0. 

系（泊松定理） 具有哈密顿函数丑的方程组之两个首次积分 f u f 2 的泊松括 
弧仍为首次积分. 

系的证明 由雅可比恒等式即得所欲证明的 

( 仍，⑸，丑） = (F u (F 2 ,H)) + (F 2 ,(H j 朽 )）= 0 + 0 = 0. □ 

这样,知道了两个首次积分即可通过简单的计算求出第三个、第四个等等.当然 
并非所得的积分都是本质上新的，因为 M 2 - 上不可能有 2 n 个以上独立的函数.有 
时可能得出老积分的函数或常数.但有时也确会得出新积分. 

问题5计算一个力学系的线动量与角动量矢量之分量的泊松 括弧. 
答 （ Ml , 他）= M3 , （ Ml ， pl ) = 0, （ Mi ， p 2) =夕3, （ Mi ， P 3) = - P 2, 等等- 由此可得 
定理 若某力学问题的角动量有两个分量 Mx , M 2 守恒.第三个分量也守恒. 

雅可比恒等式的证明 考虑和 


((A, B), C) + ((5, C), A) + ((C, A), B). 
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它是函数和 C 的“二阶偏导数的线性组合”.我们来算其中含4的二阶导数 
之项： 


(( A , B ), C ) + (( C , A ), B ) = ( L c L b - L b L c ) A , 

这里&表示沿$方向的微分, F 表示以 F 为哈密顿函数的哈密顿场. 

但由节39引理2,导数之交换子 L c Lb - L b L c 只是一阶微分算子.这意味着 
和中没有 A 的任何二阶导数.对于 B 和 C 的二阶导数也一样.所以此和为零. 口 

系 5令 B,C 为以 B 、 C 为哈密顿函数的哈密顿场.考虑矢量场的泊松括弧 
[ B , C \. 它仍是哈密顿场而其哈密顿函数是原来的两个哈密顿函数的泊松括弧. 

证记 ( B , C ) = D . 雅可比恒等式即可给出所求 证者： 

(A ， D) = ((AB) ， C) —(W) ， B )， 

Ln — LcLb — LbLc, Lu = L[b,c]- 口 

C . 哈密顿场的李代数，哈密顿函数和首次积分 


李代数的线性子空间称为子代数,若其中任两个元素的交换子仍在其中.李代 
数的子代数仍是李代数.由上面的系特别可知有 

系 6辛流形上的哈密顿矢量场构成其上一切矢量场的李代数之子代数. 

关于首次积分的泊松定理则可改述为 

系 7哈密顿相流之首次积分构成所有函数的李代数之子代数. 

哈密顿函数的李代数可以自然地映射到哈密顿矢量场的李代数上.为此，对每 
个函数丑都作以它为哈密顿函数的哈密顿矢量场与之相应. 

系 8函数的李代数到哈密顿场的李代数之映射是代数的同态.其核由局部常 
值函数构成.若 M 2 n 是连通的，则核为常数所成的一维子代数. 

证 我们的映射是线性的.系5指出它变函数的泊松括弧为矢量场的泊松括弧. 
其核由适合 Jd 丑三 0 的好 构成.因 J 为同构，故 d 丑三 0 即在 M 2n 的每个连通分 
支上丑=常数. 口 

系 9哈密顿函数 H u H 2 之相流当且仅当丑：与丑 2 的泊松括弧为（局部）常 
值时才是可交换的. 

证 由节 39E 之定理，其充要条件是= 0, 而由系 8 这条件等价于 
d{H u H 2 )=0. □ 

我们还可得到诺特定理的另一证明： 若已知一个流，每给出一个与它可交换的 
流，即有一首次积分. 
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D . 局部哈密顿矢置场 

令 （ M 2 ' u ; 2 为一辛流形而/ : M 2 -^ M 2 " 是保持辛构造的微分同胚单参数群. 
9 1 是否是哈密顿相流？ 



图173环面上的局部 


例令 M 2 n 是二维环面 r 2 ， 其上一点由一对坐标 
( p , q)mod 1给出.令 o ; 2 为通常的面积单元 dp A dq . 考虑平 
移族 g \ p , q ) = + (图 173). 映射 〆 保持辛构造（即 

面积).能否找到相应于此矢量场 (p = 1,? = 0) 的哈密顿函 


哈密顿场 
即 F = 


数？若 P 


dH 


Q 


dp 


我们将有 


dH 


0 , 


dH 




r\ : r\ ■蟑 r\ ^ 7 r\ 

dq dp op dq 

g + C , 但 g 只是 T 2 上的局部 坐标； 不存在一个函 数孖：户 


= -1 
掀使 


dH 

dp 


0 


dq 


=1. 所以 〆 不是 


•个哈密顿相流. 


定义 辛流形 ( M 2 n , u 2 ) 上的局部哈密顿场即矢量场 Iuj \ uj 1 ^ M 2n 上的一个 
闭形式. 


局部地说来，一个闭 1- 形式 o ; 1 必是一函数的 微分： u ; 1 = d 丑.然而要想把 i / 
拓展到整个 M 2 " 上，就会得出“多值哈密顿函数”，因为非单连通流形上的闭1-形 
式不一定是微分（例如 r 2 上的如).由局部哈密顿场给出的相流称为局部哈密顿 
相流. 


问题6证明辛流形上的单参数微分同胚群当且仅当它是局部哈密顿相流时保持辛构造. 

4 

提示 参照节 38 A . 

问题7证明在辛空间 JR 2 n 中每一个典则微分同胚（即保持 dpAdq 的微分同胚）的单参数 
群都是一个哈密顿相流. 

提示 IP 1 上的每一个闭1-形式都是某函数的微分， 

问题8证明局部哈密顿矢量场构成一切矢量场的李代数的子代数.此外，两个局部哈密顿 
场的泊松括弧实际上是一个哈密顿场，其哈密顿函数由已知场 ^ 7 ) 通过公式孖 = 唯一 

地决定 ®. 

因此，哈密顿场构成局部哈密顿场的李代数的理想子环. 


§41. 辛几何 

矢量空间上的欧氏构造是由一个对称正定双线性型给出的，而辛构造则由斜对称双线性型给 
出.辛空间的几何学与欧氏空间的几何学不同，虽然二者有许多相似之处. 


@甚至一个常数也不差. 
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A . 辛矢置空间 

令 R 2 n 为一个偶数维空间. 

定义 R 271 上的辛 线性构 造就是其上的一个非退化的双线性斜对称2-形式①. 
这个形式称为斜数量积,并记作 = - [7?^]. 空间 R 2 " 加上辛构造就称为 辛矢量 
空间. 

例 令 （ PU …奶，…， gn ) 为 M 2 n 上之坐标函数，而0； 2 为 

= Pi A gi + ■ ■ • + p n A g n . 

因为 W 是非退化斜对称的，所以可以取它为斜数 量积： [ tv ] = 坐标空间 

E 2 n 这样获得了辛构造.这构造称为 标准辛构造. 在标准辛构造中，矢量的斜数 
量积等于平行四边形 ⑷ W 在 n 个坐标平面 ( puQi ) 上的投影的有向面积之和. 

辛空间中两矢量€与 T 7 若其斜数量积为零就称为斜 正交的 (记作 

问题证明即每个矢量与自己斜正交. 

与一已给矢量7?斜正交的一切矢量之集称为7?之斜正交补. 

问题证明 r ? 的斜正交补是含7/的 2 n - 1维超平面. 

提示若一切矢量均与 r ? 斜正交，则形式 丨，] 成为退化的. 

B. 辛基底 

欧氏构造在适当选定基底（必须是标准正交基)后，可用具有特定标准形式的数 
量积给出.完全同样,在适当的基底下辛构造可取上述的标准形式. 

问题求上例中的基底矢量 e Pi , e 9i (i = l , •…， n ) 的斜数量积. 

解由 pi A 奶+ ■ • • 十 Pti A 的定义可得关系式 


[ e pi 5 ^Pj = [ e 9i 5 G qj = 0? [ e Pii G qj, = 


⑴ 


现在回到一般的辛空间. 

定义 辛基底就是斜数量积适合 （1) 的个矢量 e Pi , e qi (i = 1, ■• - , n ). 

换言之,每个基底矢量都斜正交于其他基底矢量，但有一个与它共轭的例外；它 
和这个共辄矢量的斜数量积等于土 1. 

定理每个辛空间都有辛基底.而且可取任一个非零矢量 e 为第一个基底矢量. 

证 这个定理与欧氏几何的相应定理完全类似，证法也几乎相同. 

因矢量 e 非零，故有矢量/与它不斜正交 a ， ] 为非退化的).取定/之长，可 
以保证它与 e 之斜数量积为1.当 n = 1时定理已证. 

① R 2n 上的 2-形式 [ , ] 是非退化的，若 （[t 甽= 0, Vt ?) 4 ($ = 0). 
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若 n > 1，考虑这一对矢量 e ,/ 的斜正交补 D . D 是 e 的和/ 
的斜正交补之交.这两个 2 n - 1维空间不会重合，因为 e 就不在/ 
的斜正交补之内.所以它们的交具有偶数维 2 n - 2,所以下面有时记 
D 为 D 2n ~ 2 . 

我们要证明 D 是的辛子空间，即斜数量积 [ , ] 限制在 D 
上后仍为非退化.若矢量 ^ eD 斜正交于整个子空间则因它还 
斜正交于 e 和/，所以它斜正交于而这与[，]在 R 2 n 上之非退化性矛盾.所 
以 D 2n ~ 2 是辛空间. 

若将矢量 e ,/ 加到^ 2 "- 2 的辛基底上去，就会得到的辛基底，于是用对维 
数 n 的归纳法即可证明定理. □ 

系 所有同维数的辛空间都是同构的. 

若以辛基底的矢量为单位坐标矢量，即得一坐标系而 M 取标准形式 
Pi A gi +…+〜 A 这样 一 个坐标系称为辛坐标系. 

C . 辛群 

与欧氏构造相联系，我们有保持欧氏构造的线性变换的正交群.在辛空间中，起 
类似作用的是辛群. 

定义 把辛空间 R 2 n 映射到自身的线性变换 S : M 2 n ^ R 2 n 称为辛变换,如果它 
保持斜数量积 不变： 

[^,5 r 7 ] = [^ r / ], V ^7 7 GR 2n . 

R 2 n 上所有辛变换之集称为辛群,记作 Sp (2 n ). ^ 

很清楚，两个辛变换的复合仍是辛变换.为了说明辛群这个名词合理，我们只需 
证明辛变换是非 异的； 于是很清楚,其逆仍是辛变换. 

问题 证明群办⑵ 1〉 同构于行列式为1的实2 x 2矩阵群,而且同胚于立体的三维环体的 

内域. 

定理 标准辛空间 ( p , q ) 的变换为辛变换当且仅当它是线性的典 
则的，即保持下面的2-微分形式 不变： 

to 2 = dpi A dqi H - h dp n A dq n . 

证 将 R 2 n 与其切空间自然地等同起来即知， 2 -形式 u ; 2 变成[，: 1. □ 

系 任意辛变换之行列式等于 1. 

证 我们已经知道（节 38 B ) 典则变换保持 J 之外幂.但其 n 次外幂（除差一 
个常数倍外）即的体积元.这意味着标准辛空间 3 R 2 " = {( p , q )} 之辛变换保持 



图174斜正交 
补 


W 更多的时候记作 5 p ( n , R ), 所以问题中的 Sp (2) 时常记作 5 p ( l , R ). ——中译者注 
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M 2 - 的体积元，故 det 5 = 1,但因每个辛线性构造均可在辛坐标系下写成标准形式, 
所以任意辛空间的辛变换行列式等于 1. □ 

定理 线性变换 S : R 2 n ^ R 2 n 为辛变换当且仅当它将某一个 （从而 也将任一个) 
辛基底变为一个辛基底. 

证 基底矢量的任意两个线性组合之斜数量积可以用基底矢量的斜数量积来表 
示.若此变换不改变基底矢量的斜数 量积， 则亦不改变任意矢量的斜数量积. □ 

D . 辛空间中的平面 

欧氏空间中所有平面都是等 价的： 每一个欧氏空间都可通过一个运动变成另一 
个.我们现在要从这个观点来看辛空间. 

问题证明辛空间中任一非零矢量均可用一个辛变换变成另一非零矢量. 

问题证明辛空间 R 2 n 中并非每个二维平面都能用辛变换从给定的二维平面变来. 

提不 考虑平面 （ Pl ，？2) 与 ( pi , 5 l )• 

定义 辛空间的一个 I 维平面（即子空间）若斜正交于其自身，即若其上任意 
两个矢量的斜数量积均为零,则称为 零化平 面 ®. 

例 辛坐标系 p j 之坐标平面 ( Pl ， …， Pn ) 是零化的（请证明!) . 

问题证明任意非零化二维平面都可用辛变换变为任意另一个非零化二维平面. 


在辛几何中作计算时对辛空间再附加上某个欧氏构造可能是有用的.固定一个 
辛坐标系 P ， g 并用数量积 

(x ， £C) = Upf x = Epie Pi + qie qi 


引人一个欧氏构造. 

在这个欧氏构造中辛基底 e p ,e q 是标准正交的.斜数量积和每一个双线性形式 
一样可以用数量积来 表示： 


[(，”] = (&，”)， （2) 
这里 J : 是一个算子.由斜数量积的斜对称性可知，算子 J 也是斜对称的. 

问题计算算子/在辛基底 e Pi , e gi 下的矩阵. 

答 f 。是 nxn 单位矩阵. 

0 ) 

于是 n = 1时（即在 ( p , q ) 平面中 )/ 就是旋转90°,而在一般情况下， J 是在每 
个平面 { p u qi ) 中都旋转90。. 

问题证明算子了是辛变换且 J 2 = -E 2n . 


® 零化平面也称为迷向平面 ， k = n 时称为拉格朗日平面. 
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虽然欧氏构造与算子/并非不变地联系于一个辛空间，它们时常是很方便的. 
下面的定理可以由 （2) 直接得出. 

定理辛空间中的平面 7 T 是零化的当且仅当平面 J 7 T 在欧氏意义下正交于 7 T . 


注意，因为了是非异的，平面 7 T 与 J 7 T 维数相同.所以有 
系 R 2 n 的零化平面的维数小于或等于 n . 


这是由于中的两个 fc 维平面 7 T 和 Jtt 当> n 时不能正交. 

我们来更仔细地讨论辛坐标空间中的 n 维零化平面.坐标 p 平面是这种 
平面的一个例子.在 R 2n = {( p , q )} 中共有个 n 维坐标平面. 

问题证明在个 n 维坐标平面中有 2 n 个零化平面.将（1， •…， n ) 分为 ( ii ,... 

C ? i ， …两部分有 2 n 种分法，每一种都联系有一零化坐标平面叫，… ， Pi k ; 队，… ， qj n _ k . 

为了讨论典则变换的生成函数，我们需要 



图175与已知平面 7 T 
横截的坐标平面的作 
法 


定理辛坐标空间 R 2 n 的每一个 n 维零化平面都横截 ® 
于 2 n 个零化坐标平面中至少一个. 

证令 P 为零化平面 P 1， …， Pn (图 175). 考虑交集 T = 
7 r n P . 设 t 的维数为 k，Q ( k ( n . 和 n 维空间的任一 •个 A : 维 
子空间一样，平面 t 至少横截 P 中的一个 ( n - k ) 维坐标平面, 
设此平面为 


V = ( Phr - r + 7? = P , rfl 7? = 0. 

我们现在考虑 n 维零化坐标平面 

= (Ph 5 … ，幻卜 J ， r] = anp, 

并且来证明平面 TT 横截于^: 

7T 门 （7 = 0, 


我们有 


rC 7 r 5 7 r - Z .7 r =^ r ^7 T 
1) d (7 、<r 丄 (7 今 7] 丄 (J 


4 (T + 7?) i (7T n (7) 

=P J . (tt Ha ). 


但是 P 是一个 n 维零化平面.所以每一个斜正交于 P 的矢量都属于 P (参见上系). 
因此 ( Trna ) cP . 最后即得待证的 


TrflcrsCTTfli^r^crni^cTnrysO. □ 

①矢量空间 L 的两个子空间 Li~m L 2 若 Li + = L 则称为横截的 . Rh 中的两个 n 维平面 

当且仅当它们只相交于0时是横截的. 
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问题设 7n,7r2 是辛空间 H 2 n 的两个 fc 维平面，是否总可以用辛变换变 TTi 为 7T 2 ? —共有 
多少类平面不能彼此互相用辛变换来变？ 

答 [ A :/2] + 1， 若 彡 n ; [(2 n — k )/2] + 1，若 fc 彡 n , 

E . 辛构造和复构造 

因 J 2 =-五,我们不仅可在空间 R 2 " 中引人辛构造 [，丨 和欧氏构造 （ ， ）， 还可 
引入复构造 如下： 定义 J 的作用即以《=0相乘.这样可把空间 R 2n 与复空间 
坐标为 z k = Pk ^ iq k 的坐标空间）等同起来 .! R 2n 的保持欧氏构造的线性变换构 
成 正交群 0(2 n ); 保持复构造的线性变换构成复 线性群 GL ( n , C ). ^ 

问题 证明既是辛变换又是正交变换的变换都是复变换，既是复变换又为正交变换的一定 
是辛变换，既是辛变换的又为复变换的一定是正交变换,所以三个群中任意两个的交都等于三者 
之交： 


0(2 n ) 0 Sp (2 n ) = Sp (2 n ) n GL ( n , C ) 

= GL ( n , C ) DO (2 n ), 


这个交称 为酉群 U ( n ). 

酉变换保持埃尔米特数量积 (€,^7)+^^] 不变 . 上的数量积和斜数量积分 
别为其实部和虚部. 

§42. 具有多个自由度的力学系中的参数共振 

当我们研究具有周期变化参数的振动力学系统时（参见节25)，我们解释过参数共振依赖于 
—个线性变换（“在一周期时的映射”）的本征值.这种依赖性在于以下 事实： 如果在一周期时的映 
射的本征值模小于1,则这个具有周期变化的力学系统的平衡位置是稳定的，而只要有一个本征值 
的模大于1,则是不稳定的. 

从一个具有周期系数的哈密顿方程组所得到的在一周期时的映射是辛变换.节25中关于单 
自由度的力学系的参数共振的研究依赖于我们对平面上的辛变换之本征值性态的分析.在这一节 
里，我们将以类似的方法分析任意维相空间中辛变换的本征值性态.这一分析的结果（属于克莱 
因 （ M . r . Kpefe )) 可用以研究多个自由度的力学系统中出现参数共振的条件. 

A . 辛矩阵 

考虑辛空间中的线性变换 S : R 〜 R 2 ' 令 P 1 ，…，如 ，奶 ，…，如为辛坐标系. 
在这坐标系中，此变换由矩阵 S 表示. 

定理 一变换为辛变换当且仅当它在辛坐标系 ( p , q ) 中的矩阵 S 满足关系式 

S f IS = I . 

nGLhC ) 即 n 阶非异复矩阵之群.在这里则指保持复构造 J 的 2 n 阶实矩阵之群.二者只是 
实现的方法不同，作为群则是相同的.——日译者注 
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这里 




而^先 S 的转置. 

证 可以应用算子 J 把辛变换的条件= [ tri ]) 重写为数量积形式 


如下： 

㈣ ，初) = (/€，”)， 



这就是希望求证的 结果： 

( S f IStr ]) = ( I ^ v ), 


□ 


B . 辛变换谱的对称性 

定理 辛变换 S 的特征多项式 

p ( A ) = det |5 - A 五 | 


是一个反商多项式①，亦即 p ( X )= X 2 n p { l / X ). 

证 我们将用 detS = detl = 1, J 2 = - E 和 det A ! — det A 这些 事实. 由上面 
的定理因此， 


p{X) = det(5 - XE) = det(-/S / ^ 1 7 - XE) = det(—S'— 1 + XE) 


= det(—E + Aa ^ A^det 



□ 


系若 A 是一辛变换的本征值， 1/ A 也是其本征值. 



布 


另一方面,这个特征多项式是实的，所以若 A 是一个复 
本征值，则 A 也是一个异于 A 的本征值.于是这个特征多 
项式的根对于实轴和单位圆都是对称的（图 176). 它们总 
是四个一组地 出现： 


入叉， X ，1(1入1 _ # 0)’ 


或者两个一对地位于实 轴上： 

A — 义 1 - 1 

_ 入 -' A~I 5 

①一个多项式 aox m + aix m_1 +… + a m 如果有对称的系数 ao = a m ,oi = a m _ i ， …就称为一 
个反商多项式. 
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而在单位圆周上时也是成 对的: 



不难验证每个四重组中的四个本征值（或每一对中的两个本征值）重数总是相同的. 

C . 稳定性 

定义 变换 S 称为 稳定的 ，如果 

Ve >0,35>0: | x | <5 ^ \ S N x \ < e,ViV > 0. 

问题证明只要辛变换 S 有一个本征值不在单位圆周上，则 S 是不稳定的. 

提示由已证的对称性，若有一个本征值不在单位圆周上，则必有一本征值在单位圆外 | A | > 
1;在相应的不变子空间中， *5 是“膨胀加旋转”. 

问题证明若一线性变换的所有本征值全异而且都在单位圆周上,则此变换是稳定的. 

提示变到本征矢量构成的基底上去. 

定义 一个辛变换$称为强稳定的，如果每一个充分靠近① *5 的辛变换都是稳 
定的. 

在节25中我们证明 了：若 A 1)2 = 而且 Ai 一 A 2 .则 S : R 2 ^ M 2 是强稳 
定的. 

定理 若辛变换 S 的 2 n 个本征值全异而且全在单位圆周上，则 S 是强稳定的. 

证把 2 n 个本征值 A 分别包在 2 n 个不相交邻域中，且这些邻域对单位圆周 
和实轴都对称（图 177). 特征多项式的 2 n 个根将连续依赖于矩阵 S 的元.因此若 
矩阵负充分接 近于& 则在这 2 n 个 A 的 2 n 个邻域的每一个中 恰有& 的一个本 
征值 Al 但若有一个\不在单位圆周上，例如位于其外，则由 B 中的定理，在\ 
的同一邻域中将有另一个本征值 A 2 ,1 A 2 | < 1，于是根的总数将大于 2 n ， 而这是不可 
能的. 

故&之一切本征值全在单位圆周上而且互异，所以&是稳定的. □ 

我们可以这样说：辛变换的本征值 A 只有在撞上另一个本征值时才会离开单位 
圆周（图 178); 与此同时，共轭的本征值也会相撞.这样，从单位圆周上的两对根得出 
一个四重组（或者由一对根得出一对实 A ). 

由节25的结果可知，具有周期变化的哈密顿函数的线性典则系统发生参数共 
振的条件恰好是相应的相空间之辛变换失稳.由上面定理知道，这只可能发生在单 
位圆周上的本征值碰撞以后.事实上,克莱因已经注意到，并不是所有这样的碰撞都 
是危险的. 

①心^"分靠近 ’’ S ， 如果& 在某一基底下的矩阵元素与 <9在同一基底下的矩阵元素之差小于一 
个充分小数 e . 
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177辛变换有小的变动时 
单特征根的性态 




178辛变换有小的变动时 
重特征根的性态 


结果是 | A | = 1 的本征值 A 分成 两类： 正类和负类. 同一类的两个根相撞时，“它 
们彼此跨过”而不离开圆周.另一方面，两个异类根相撞，则一般会离开单位圆周. 


克莱因的理论已超出本书 范围； 我们把基本的结果以问题形式陈述于下. 


问题若;\和 X 是辛变换 S 的单本征值（重数 1) 且 | A | = 1. 证明对应于 A , X 的二维不变 
平面 7 TA 是非零化的. 


提示令6，心是 S 相应于本征值 A x , A 2 的复本征矢量.若 AiA 2 ^ 1,矢量是斜正 
交的： [6,^2] =0. 

令$是 7 TA 中的实矢量而 ImA > 0, | A | = 1.若[兴，妇 > 0则称本征值 A 是正类的. 

问題 证明这个定义是正确的，即它不依赖于平面 7TX 中£ # 0 的选取. 

提示若 7 T A 包含两个不共线的斜正交矢量,则它必是零化的. 

同样，一个 fc 重特征根 A ,| A | = 1若使二次型 [ S ^^] 在相应于 A , A 的 2 A : 维不变子空间上 
为正或负定的，就说它是正类或负类的. 


问题证明 S 是强稳定的当且仅当其所有特征根都在单位圆周上而且属于同一类. 

提示 二次形式幻对 S 是不变号的. 

§43. 一个辛图册 

我们将在本节中证明达布 ( Daxboux ) 定理.它指出每个辛流形都有一个局部坐标,使辛构造 
可以写成最简单的 形式： co 2 = dpAdq . 

A . 辛坐标 

回忆一下，流形的定义中包含了一个图册中各个区图的相容性条件.这是关于 
由一个区图到另一个区图的映射的条件.映射是坐标空间中区域之 
间的映射. 

定义 流形 M 2n 的一个图册称为辛图册，如果在坐标空间] R 2n = {(p,q)} 上引 
人了标准辛构造 J = dp A dq, 而由一个区图到另一个的变换是由典则（即保持 u ; 2 

i)M. 1\ KpeHH,[l]- -日译者注 
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的）变换①来实现的. 

问题证明辛图册在 M 2 n 上定义一个辛构造. 

逆也总是成立的：每个辛流形都有一个辛图册.这是由以下定理得出的. 


B . 达 布定理 

定理 令 U ； 2 是 R 2n 的 CT 点邻域中的闭的非退化 2 -微分形式.则在 CC 的某邻 
域中可以选一个坐标系 （ pi ， … , Pn ', qir " t Qn ) 使此微分形式有标准形式： 



♦ W 

dp A dq = ^2 咖 i 八 dqi. 


这个定理使我们能把在典则变换下不变的而且在标准相空间= dpAdg ) 
中证明了的一切论断推广到任何辛流形上去. 


C . 坐标和仍的作法 

我们取非常值线性函数作第一个坐标 Pl (其实可取任一个在 z 处微分不为零的 
可微函数为仍).为简单计可设 Pl { x )^0. 

用巧= Id Pl 记相应于函数仍的哈密顿场（图 179). 注意巧 ㈨ 一 0;所以可 
以过 a : 作一个超平面 AT 2 - 1 使之不含矢量 JMaO ( 其实可取任一横截于 Pi { x ) 的曲 
面为 iV 2n - 

考虑具有哈密顿函数 Pl 的哈密顿相流 Pf . 把在 Pf 作用下由 y e AT 2 - 1 到点 
z = P {( y ) 所需的时间 f 看作 z 的函数.由常微分方程理论的普通的定理知这函数 
定义在 ; c e R 2 " 的邻域中而且可微.记此函数为注意在 N 加- 1 上 gi = 0而且 
qi 在场巧 方向上的导数为 1. 所以我们所作的函数 仍和外 的泊松括弧等于 1: 

(gi ， Pi ) 三 1. 


D . 对 n 归纳作辛坐标的作法 

若 n = 1，则已作完.令 n > 1. 我们设达布定理已对 R 2 - 2 证明.考虑由 
Qi = Pi = 0 给出的集 M . 在 a : 点微分 dpx , dqi 线性无关，因为 u ) 2 ( Idpi , Idqi ) = 
( qi , pi ) = 1,故由隐函数定理 M 在点 sc 附近是 2 n - 2 维流形； 记作 M 2n _ 2 . 

引理 R 2n 上的辛构造 o / 2 在 M 2 n ~ 2 的 A x 之某邻域中诱导出 M 2n ~ 2 的一个 
辛构造. 

证 只要证明 o ; 2 在 TM X 上非退化即可.考虑辛矢量空间以仍和 gi 为 
哈密顿函数的哈密顿矢量场中的矢量属于令$ e TM X . Pl 和奶 

①例如复解析流形也是类似定义的 r 在坐标空间上要有一个复构造，而由一个区图到另一个区 
图的变换必须是复解析的. 

K 
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沿€方向的导数等于零.这意味着 d Pl (《） = u / 2 ( Pi ,£) = 0和 d qi (^) = u ; 2 ( Qi ^)^0. 
所以 rMm 是巧 ㈤ 和 Qi(x) 的斜正交补.由节 41 B ， 0 ； 2 在 TM * 上非退化. □ 

由归纳假设在辛流形 ( M 2 - 2 , o ; 2 | m ) 上的点 ® 附近有辛坐标 
系.记之为 Pi , qi(i = 2,… ， n ). 我们将仍,…，如这些函数如下 
拓展到舻"的： r 点附近 . 3 RM 之 a : 点邻域中每一点 z 都可唯 
一地表为 z = PfQ \ w，w e M 2 n - 2 ,而 s 与 t 是小数.令坐标 
P 2, …，如在^点之值即它们在切点之值（图 179). 这样作出的 
2 n 个函数仍，…， p n , 讥 ，…， g n 构成中的 a : 点附近的局部坐 
标系. 

E . 证明所得坐标为辛坐标 

用 PlQ\{i = 1,…， n ) 记哈密顿函数为 p h qi 的哈密顿相流, PuQi 记相应的矢 
量场.我们要计算函数 m , …， q n 的泊松括弧.我们已在 C 中看到（奶， Pl ) 三1 •所 
以流巧与切可交换 P { Q 3 = Q{Ph 

回忆 P 2,... 的定义我们看到每一个这种函数在流 PIQI 下都是不变的.所 

以 puqi 与所有> 1) 这 2 n - 2 个函数的泊松括孤都等于零. 

所以映射巧 Q ? 与 2 n -2 个流 PlQ \{ i > l ) 都可换.所以它使 2 n -2 个矢量场 
P u Qi { i > l ) 都不变.因为流巧和 Qf 是哈密顿流，所以 P [ Q \ 保持辛构造 a ; 2 ; 所以 
w 2 在 2 n - 2个场巧， Qi{i > 1) 中任意两个的矢量上之值在；^ = PtQ\w G R 2n 与在 
we M 2n - 2 点一样.但这些值等于相应的哈密顿函数的泊松括弧.这样， 2 n - 2个坐 
标> 1) 中任意两个的泊松括孤在点 z 与 w 处之值相等，只要 z = P { Q \ w . 

函数仍，仍是 2 n -2 个流巧, Qf(i > 2) 的每一个的首次积分.所以， 2 n -2 个矢量 
场 PuQS > l ) 的每一个都切于等值流形 Pi = qi = 0. 但这流形即 M 2 - 2 . 所以这 
些场是辛流形的哈密顿场而相应的哈密顿函数是> 1). 
所以在整个空间 （ R 2 n ， a ; 2 ) 中，这 2 n -2 个坐标扒，佔 ( i > l ) 中任意两个在 M 2n _ 2 上 
考虑的泊松括弧与在辛空间 ( M 2 n - 2 , uj 2 \ M ) 上考虑的泊松括孤是同样的 • 

但是，由归纳假设， M 2 - 2 上的坐标 ( Pi \ M , qi \ M )( i > l ) 是辛坐标.所以在整个 
空间 R 2 n 中，所作出的坐标的泊松括弧有标准的值 

ipi ， Pj ) 三 三0, { Qi ^ Pj ) — Sij . 

若 u ; 2 = A %则 R 2 n 之坐标 p ， g 的泊松括弧也有同样的值.但双线性形式 
u ; 2 由它在基底矢量上的值决定.因此,坐标函数的泊松括弧唯一地决定了 J 之值. 
所以 

uj 2 = dpi 八 dgi + …+ dp n A dq n , 



图179辛坐标的 
作法 


而达布定理得证. 


□ 
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本章中完全采用坐标观点.由哈密顿和雅可比发展起来的典则变换的生成函数 
技巧是求积动力学微分方程的最有力的方法.这一章中除了这种技巧外还包含了处 
理哈密顿相流的“奇数维”方法. 

本章与以前各章是独立的.它包含了第八章中几个结果的新证明，以及对辛流 
形理论的起源的解释. 

§44. 庞加莱-嘉当积分不变量 

在本节中我们要看一看奇数维空间中的 1- 形式的几何学. 

A . —个流体动力学引理 

令 v 为三维有向欧氏空间妒中的矢量场 , r = curlv 为其旋度. 
r 的积分曲线称为涡线.若 71 是舻中任意闭曲线（图 180 ), ii 7 i 
上各点的涡线构成一个管称为涡管. 

令 72 为围着同一涡管的另一曲线使 71 - 72 = da , a 是表示涡 
管一部分的 2^ gi . 这 时有： 

斯托克斯引理 矢量场 r 在 71,72 上有相同环流 

% 

<p vdl = (p vdl. 

^72 

证 由斯托克斯公式 / 7i vdl — / 72 vdl = / f a curlvdn = 0.因为 crnlv 切于 
涡管. 1 □ 



图 180 涡管 
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斯托克斯引理可以推广到任意奇数维流形 MM + 1 (而不止是 R 3 ) 上去.为了陈 
述这个推广我们从矢量场转到微分形式. 

矢量场 r 的环流其实是一个 1- 形式 u ; 1 的积分= 
(”，€))•对应于 v 的旋度是 一 个2-形式 a ; 2 = cL ; 1 ( da ； 1 (^,77) = 
( rm )). 由这些公式很清楚，在每一点都有一个方向（即图 1 S 1 
中的 r 方向）有以下 性质： r 沿任何边缘包含 r 为一边的“无 
穷小平行四边形”边缘上的环流为0: 

图181与奇数维空间 du l { r , r ]) =0, Vr /. 

中的2-形式不变地联 

系的轴 事实上， dw x ( r , 7 ]) — ( r , r , 77 ) = 0. 

注从2-形式 a ; 2 = do ; 1 过渡到矢量场 r = curlv 并非不变 运算： 它依赖于 R 3 的欧氏构 
造.只有 r 的方向①是与 w 2 不变地联系着的（从而也与 u ; 1 不变地联系着).容易验证，若 r # 0, 
则 r 的方向是由 co 2 (r,7)) = 0 对一切 T? 成立这个条件唯一决定的. 

高维斯托克斯引理的代数基础是，奇数维空间的每一个旋转都有一个轴存在. 

引理 令 a ; 2 是奇数维空间 R 2 n +1 的一个外代数2 - 形式.这时必有一个矢量 
e /0存在使 

a ; 2 (名，”）= 0， Vr ; e R 2n+1 . 

证 斜对称形式 u ; 2 可由一个奇数 2 n + 1阶斜对称矩阵 A 给出 

u ; 2 ( tv ) = ( Atv ), 

这个矩阵的行列式等 于零： 因为 

A 1 = — A , detA = detA f = det (— vl ) = (— l) 2n+1 detA = — detA , 

所以 4 的行列式为零.这意味着 A 有0本征值，设其相应的本征矢量为$关0,于 
是得证. 口 

使 Vr /, a ; 2 (^,77) = 0的矢量£称为 a ; 2 的零化矢量 . uj 2 的零化矢量显然构成 一 
个线性子空间.若此空间具有最小可能的维数（即对奇数维空间 R 2 n +1 为一维，对 
偶数维空间为0维)，则 a ; 2 称 为非奇异的. 

问題考虑坐标为 Pi ， … , Pn ； qi , •■- , g n 的偶数维空间 ] R 2n 上的2-形式 a ; 2 = dpi A dqi + 
• • - + dp n A dq n , 证明 CJ 2 非奇异. 

问题在坐标为 PX , •• - , Pn ； qimt 的奇数维空间 R 2 n +1 上考虑2-形式 J = EdpiA 
你 - a ) 1 A 出， J 是 M 2 n +1 上的任意 1- 形式，证明 a ; 2 是非奇异的. 

①即 TRI 中与矢量 ri 行的无1向直线. 
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若 u ； 2 是奇数维空间 R 2 n + l 上的非奇异形式，则 o ; 2 的所有零化矢量都在一直线 
上.这直线是与 u ; 2 不变地相联系的. 

现令 M 2 ^ 1 为一奇数维微分流形， u ; 1 是 M 2 ^ 1 上的 1- 形式.由上面的引理， 
在每一点 : r e M 2 n +1 均有一个方向（即切空间 TMl ^ 1 上的直线 { c ^}) 具有以下性 
质: u ; 1 沿着“一个其边缘包含此方向的无穷小平行四边形”上之积分为0: 

dw 1 (^7]) = 0, Vtj € TM X . 

再设2-形式心 1 是非奇异的.这时方向$是唯一决定的.我们称它为 a ; 1 的“涡方 
向，，. 

涡方向场的积分曲线称为形式 w 1 的涡线(或特征线). 

令 71 为 M 2 "— 1 上的闭曲线.由 71 之各点发出的涡线构成“涡管”.我们有 
高维斯托克斯引理 1- 形式 a ； 1 沿围着同一涡管的任意两条闭曲线的积分恒相 
等，即/ to 1 ~ f lo 1 只要 7 i — 72 = & r ， 而 a 是滿管上的一块. 

证 ％由斯托€斯公式 



但 da ; 1 在任一对切于涡管的矢量上之值为 0. (这两个矢量位于一个包含涡方向的二 
维平面上，而心 1 在此平面上为 0.) 所以/ da ; 1 = 0. □ 

J<7 

C . 哈密顿的典则方程 


哈密顿力学的所有基本命题都可直接由斯托克斯弓 I 理得出. 


我们将取“扩充相空间”(坐标为 P 1, ••- , Pn ； 
讥，… ， q n ' t ) 为 M 2 n +1 . 设已给函数丑 = i /( P ， 
q . t ). 我们作① 1- 形式 

OJ 1 = pdq - Hdt (pdq = p \ dq \ H - h p n dq n ) ， 



对 u ; 1 应用斯托克斯引理（图 182). 


图182哈密顿场和形式 pdq-Hdt 
的涡线 


定理 2 n + 1维扩充相空间 p , q , t 上的形式 w 1 = pdq - Hdt 之涡线在 f 轴上 


有一对一的投影，即可表为函数 p ⑷， g ( t ). 这些函数适合以丑为哈密顿函数的典则 


方 程组: 



dq dH 

dt dp 


⑴ 


® 形式 a ； 1 在这里似乎是凭空冒出来的.在下一节里我们将会看到应用这个形式的想法是怎样 
从光学来的. 
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换句话说， 形式 pdq-Hdt 的涡线是相流在扩充相空间中的轨道，即典则方程 
(1) 的积分曲线. 

证 形式 pdg - Hdt 的微分等于 


dw 




1 dH 7 T dH , ,、 

A dqi — —— dpi A at — —— aqi A at ]. 

dpi dqi I 


由此可见 2 -形式 da ; 1 在 p , q , t 坐标中的矩阵是 


H P 


~ H P - H q 


这里 




(请验证!) . 

这矩阵的秩是 2 n (左上角的 2 n 阶子式非奇 异)； 所以心 1 是非奇异的.可以直 
接验证，矢量（-是4相应于本征值0的本征矢量（请验证!).这意味着， 


它给出了 pdq — Hdt 涡线的方向，但是矢量 {~ H gy H p , l ) 也是⑴之相流的速度矢 
量.这样⑴的积分曲线正是 pdg - 的涡线，是所求证. □ 

D . 关于庞加莱-嘉当积分不变最的一个定理 


现在我们来应用斯托克斯引理.我们得到基本 

定理 设两曲线 71,72 包围 （1) 之相轨道所成的同一个管.这时 pdq ~ Hdt 在 
%与72上的积分相等： 



形式 pdq - ffdt 称为庞加莱-嘉当积分不变量①， 

证 相轨道是 pc/Q - 丑也的涡线，而由斯托克斯引理，沿着包围同一涡管的闭 
曲线上之积分相等. □ 

我们特别要考虑由同时状态组成的即位于平面 i =常数上的曲线（图 183). 沿 
着这种曲线 ， dt = 0而 f pdq - Hdt = § pdq . 

由前述定理可得到重要的 

系1 相流保持形式 pdq = Pidqi 十…+ p n dq n 沿 闭曲线上之积分值. 

①在变分学中 / prfg - 丑也称为希尔伯特不变积分. 
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证令必： H 2n — R 2n 是由 t 。 到 h 时刻的相流所 
实现的相空间 （ p , g ) 的变换（即是说， gllipo . qo ) 是典则方 
程⑴适合初始条件 p(to) = Po,q(to) = qo 之解).令7为 
空间 R 2n (即 f = t 0 )C R 2n + 1 中的任意闭曲线，于是心是 
Rh (即 < = 中的闭曲线且与 7 位于由相轨道在 M 2n+2 
中所成的同一个管上.因为在7与必7上也 = 0,由上面 

的定理可证得/ />向= pdq . □ 

形式 p 勿叫 7 做 庞加莱 I 目对积分不变量. 它的几何意义很简单.令 a 是一个二维 
有向链而且7 = 这时，由斯托克斯定理有 

♦ pdq = dp A dq . 

J y J J (j 

于是我们证明了重要的 

系 2相流保持曲面在 n 个坐标平面 ( Pi ， qi ) 上的投影的有向面积之和 

JJ dp A dq = J J t x ^ A 

换言之， 2 -形式 o ; 2 = dpAdq 是相流的绝对积分不变量. 

例当 n = 1 时 ， o ; 2 就是面积，而我们又得到了刘维尔 定理： 相流保持面积不 
变. 

E . 典则变换 

令5为相空间脱 2n = {( P , g )} 到 R 2n 的可微映射_ 

定义 映射 5称 为典则映射或典则 变换， 如果5保持 2 -形式 o; 2 = ^ d Pi A d Qi 
不变. 

由以上的论说可知，这定义有三个等价的形式： 

1 . g * u ; 2 = w 2 (g 保持 2 -形式 T,dpi Adqi ); 

2. / j> 2 = ff ga u ; 2 ， Va ( g 保持任意曲面在 n 个坐标平面上的投影之有向面积之 
和)； " 

3. pdq — f ^ pdqlpdq 是 g 的相对积分不变量). 

问题 证明若上述映射的定义域是相空间 R 2 n 的单联通域，则定义 (1),(2) 等价于 （3); — 
般则有3分2 4 1. 

上面几个系现在可以改述为 
定理 相流在相空间中给出典则变换. 

令 g : R 2ti — 为典则变换，即 g 保持 o ; 2 . 这时 g 也保持 u ; 2 的外 平方： 

g ^ UJ 2 AuJ 2 )= J 八以，从而 y * ( UJ 2 )fc = ( u ; 2) fc . 



图183庞加莱积分不变量 
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形式 Hdpi A d Qi 的各次外幂与以下形式成正比: 



dpi A dpj A dqi A dqj . 



d Ph A 

h<"<ik 


…八 dpi k A dqi x A • • • A dqi k . 


于是我们证明了 

定理 典则变换保持积分不变量 w 4 , …， w 2 ' 

从几何上说，的积分是在坐标平面 ( p il? ••- , Qi k ) 的投影的有向 

体积之和，特别是, a ;% 正比于体积元素，所以我们有 

系 典则变换保持相空间中的 体积： 即对任意区域 D，gD 之体积等于 D 之 


体积, 


vol^D = voLD ， \ fD . 


特别是，应用到相流我们就得到了 
系 o ; 2 〆 4 ，... , u; 2n 是相流⑴的积分不变量. 

最后一个不变量是相体积，所以我们又证得了刘维尔定理. 


§45. 庞加莱-嘉当积分不变置的推论 

在本节中我们要证明典则变换保持哈密顿方程组的形状，证明一个哈密顿方程组的首次积分 
能将此方程组的阶数立即降低2,还要证明，在一个自然的拉格朗日力学系中，运动是沿着构形空 
间賦以某个黎曼度量后的测地线进行的. 

A . 典则方程中的变置变换 

形式 jK/g - 丑出与其涡线的联系之不变性质给出了在扩充的相空间 {( p ^ q ^ t )} 
的 2 n + 1个坐标中写出运动方程的一种方法. 

令 • , x 2 n +1 ) 是扩充相空间（看作一个流形 
M 2 # 1 , 图 184) 的某个区图中的 2 n + l 个坐标函数. 
坐标 ( P , q , t ) 可以认为是给出了 M 上另一个区图. 
形式 o ; 1 = prfg -孖冶可以看作是 M 上的分形 
式 . M 上有一族曲线——涡线与此形式不变地（即 
与区图无关地）联系着.在区图 ( p , q , t ) 中这些曲线 
是以 H ( p ， q ， t ) 为哈密顿函数的相流 

p dH dq dH 

It dq ’ dt dp 



工 1 ， … ， x 2n+l 

▲ 



图 184 哈密顿方程组中的 
变量变换 


d 

4 

d 


⑴ 
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的轨迹. 

设在坐标（^，… , x 2 n +1 ) 中形式 U ； 1 可写为 

pdq — Hdt = X \ dx \ + • . • + ^ 2n + 1 ^ 2n+l • 

定理 在区图（％)中， （1) 的轨迹是 ^ Xidxi 的涡线. 

证 形式和 pdg - 丑也的涡线是 M 上同一个形式的涡线在两个不同 
区图中的表示.但 （1) 的积分曲线是 p 向由的涡线.于是，它们在区图（而）中的 
像是形式 EXidxi 的涡线. □ 

系 令（巧，… ，…， Q ^ T ) 是扩充相空间 （ p , g ， t ) 的一个坐标系而函数 
K ( P ， Q ，： T ) 和 S ( P , Q , T ) 使得 


pdq — Hdt = PdQ — KdT + dS 

(左右双方都是扩充相空间上的形式). 

这时相流 （1) 的轨迹在区图 ( P , Q , T ) 中是以下典则方程的积分 曲线: 


dP 

dT 


_ dK 
= ~ dQ J 


dQ 

~dT 


dK 
=dP 


( 2 ) 


证由以上的定理，⑴的轨迹可用 PdQ - KdT + dS 的涡线来表示.但必对 
涡线无影响（因 ddS = 0). 所以⑴的轨迹之像是 PdQ - KdT 的涡线.按节 44 C , 
这样的形式的涡线即典则方程⑵的积分曲线. □ 

特别若 g ： R 2n -^ E 2n 是相空间的典则变换而把坐标是 （ p , g ) 的点变为坐标是 
( P , Q ) 的点.函数 P ( P , g ) 和 Q ( p , q ) 就可以看成是相空间的新坐标. 

定理 在新坐标 ( P , Q ) 中典则方程 （1) 仍有典则形式① 

dP 8 K dQ dK 

~dt = ~ dQ ' "dT = ap 1 

而哈密顿函数 相同： 


K ( P , Q } t ) = H ( p , q , t ). 

证 考虑 R 2 n 中的 1- 形式 - PdQ . 对任一闭曲线 7( 图 185), 因为 g 是典 
则的，有 


⑶ 

p o ，％ 


图 185 形式 pdq - 
PdQ 为闭 



(p pdq — PdQ = (b pdq — <b PdQ = 0- 

J y J y J y 

、 

①在有些教本中，以保持 - 密顿 i 程组的典则形式这个性质作为典则变换的定义.这个定义和 
一般采用的本书中前面的定义并不等价.例如变换 P = 2 p,Q = q 按我们的定义并不是典则变换， 
却可保持运动方程的哈密顿形式. 
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因此 , r ^pdq - PdQ = S 不依赖于积分路径而只依赖于路径终点 （ Pl ，⑹(起点 
( po ,9 o ) 固定)，所以必 = pdg - PdQ . 于是在扩充相空间中我们有 

pdq — Hdt = PdQ — Hdt -f dS . 

于是，可用上面的定理而 （2) 变成了 （3). □ 

问題令 p ⑴： — R 2 " 是相空间的依赖于参数 i 的典则 变换: g ( t )( p , q )^ ( P ( p , g , i ), 
Q ( p , g ^)). 证明在变量 P 、 Q，t 中典则方程 （1) 仍有典则形式但有新的哈密顿函数 K ( P , Q . t ), 
这里 


m p.t 


dp 


ds rr (ds x 


P 


ds ds 

dq 7 Q = dP ' 


S = S ( P . q . t ) 


B . 用能量积分降低阶数 


现在设哈密顿函数 H ( p ， q ) 与时间无关.这时典则方程有一个首次 积分： H ( p(tl 
q ( t )) =常数.结果是，应用这个积分可将扩充相空间的维数 2 n + 1减少2,而把问 
题化为在 （2 n - 1) 维空间中求积典则方程组. 

设（在某区域中） 方程 h = H ( pi , - - - , Pn ； Ql , •■- , Qn ) 可对 Pi 解出： 


pi = K(P,Q,T,/i), 

其中 _ p = ( P 2, … ,Pn),Q = (92, … 1 ),了= H 于是我们有 



h 




186降低哈密顿方 


程组的阶数 


pdq - Hdt = PdQ — KdT - d { Ht ) + tdH . 

令 7 是典则方程 （1) 的位于 R 2 n +1 中之 2 n 维曲面 H( Pl 
q ) = h 上的积分曲线.则 7 是形式1>勿_ H 冶的涡线（图 186). 
把扩充相空间 M 2n+1 = {( p , q , t )} 投影到相空间= {( p , q )} 
上.曲面 H 二 h 也就被投影到 R 2 n 的一个 （2 n - 1) 维子流形 
M 2n - 1 : H ( Pl q ) = h 上， 7 则被投影为此子流形上的曲线 T 变 
量 P ， Q ， r 是 M 2 ^ 1 的局部坐标. 


问題 证明曲线亏是 M 271 - 1 上的形式 pdg = PdQ ~ KdT 的涡线. 


提示 d ( Ht ) 不影响涡线而在 M 上 dH = 0. 

但 PdQ - KdT 的涡线满足哈密顿方程组 （2). 故有 
定理方程⑴在曲面 M 271 - 1 : H = h 上的相轨迹满足典则方程组 


dpi _ dK 

dqi dqi 


dqi dK 
— ~ — ■ ■ 


dqi dpi 



这里函数 K(P2, … ， Pn; 必 ,… , q n ' T ， h ) 由方程 H ( K , p 2 r - ， Pn;~r ， g 2 , … ， g n ) = /i 

来定义. 
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C . 相空间中的最小作用原理 


我们考虑在扩充相空间 {(p,q,t)} 中连接点 （ Po , go ， iG ) 和 (pi,qi,ti) 的典贝 ! j 方 
程 （1) 之积分曲线 7. 

定理 积分 Jpdq — Hdt 当积分路径端点恒在 n 维子空间 （t = = 如）和 

(t = t l ,q = q 1 ) 上而变动时，必以 7 为驻定曲线 . 

证曲线 7 是形式 p 向-丑也的一条涡线（图 187). 因此 pdg - 丑也在“经过 
涡方向的无穷小平行四边形”上积分为零.换言之， 增量 f Y - f 7 pdq - Hdt 比之曲 
线 7 与 7' 之差是高阶小量，是所欲证. 

如果以上论证看起来还不够严格,还可以用计算代 替它： 




q 5 p + p 6 q — 


dH 

dp 


Sp — 



dt 




我们看到哈密顿方程组的积分曲线是积分/ pdq - Hdt 在如下曲线类中唯一的 
驻定 曲线： 这些曲线7的端点位于扩充相空间的 n 维子空间 （t = = g Q ) 和 

(艺 = g =奶）上. □ 

注哈密顿形式的最小作用原理只是以上原理的特例.沿驻定曲线我们有 

*9i r*i r*i 

/ pdq — Hdt = j (pq — H)dt = / Ldt 

^ ^0 >90 ^ to ^ *0 

(因为拉格朗日函数和哈密顿函数互为勒让德变换). 


Ip 





图187相空间中的最小作用 

原理 


图188构形空间与相空间中的最小作用原理 

曲线的比较 


令 W 图 188) 为驻定曲线 7 在平面上的投影.对在平面上连接同样两点 (to,9o),(ti, 
qi) 的任意邻近的曲线〒，在扩充相空间 (p,g,t) 中可以作一曲线 Y , 即令 P = dL/dq. 于是, 
沿 7 ' 也有 J ；, P 句- Hdt = Ldt. 但由以上定理，对任意变分曲线（在边值条件 = to,q = 
q 0 )^t = t 1 ,q = q 1 ) 下向一孖也 = 0. 特别是对把7变为 7' 的特殊的变分是 如此. 因此 
7是的驻定曲线，这就是要证明的. 

在以上定理中我们允许在比哈密顿原理中的宽得多的曲线类中取 7' 与7比较: 
对 p 和^的关系未加任何限制.令人惊奇的是，这两个原理却是等价的：在较窄一 
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类变分 （ p 二 dL / dq ) 中的驻定曲线与一切变分的驻定曲线相同.对此的解释是，固 
定么值 p = dL / dq 是树 - 丑的极值（参看节14勒让德变换的定义). 


D . 莫泊丢 -欧拉 -拉格 朗日- 雅可比形式的最小作用原理 

现在设哈密顿函数 H(p y q) 不含时间.这时 H(p, q) 是哈密顿方程 （1) 的首次积 
分.把曲面 H( Pl q) = h 从扩充相空间 {(p,q,t)} 投影到相空间 {(J>,g)} 上.我们得 
到 R 2 n 中的 (2 n - 1) 维曲面 H(p ， q) = h, 这曲面我们在 B 中已经讨论过了，并记之 
为 M 2n 一 1 . 

从 M 2 - 1 上一点出发的典则方程 （1) 的相轨道全在上.它们是形式 
pdq = PdQ — KdT{B 中的记号）在 M 2n - 1 上的涡线.由节 C 中的定理， M %- 1 上 
的⑴的积分曲线是相应于这个形式的变分原理的驻定曲线.于是得 

定理 若哈密顿函数 H(p,q) 不依赖于时间，则典则方程 （1) 的位于 M 2n ~ l : 
H(p,q) = h 上的相轨道是积分 jpdq 在位于 M 2n ~ x 上并联接子空间 g == go 与 
g = gi 的曲线类中的驻定曲线. 



图189莫泊丢原理 


现在我们考虑曲面 M 2 - 1 : H ( Pi q ) = h 上的驻 
定曲线在 g - 空间的投影.这曲线联结 go 与&两点. 
令 7 为联结这两点的另一曲线（图 189). 它是 M 2 - 1 
上的某曲线 9 的投影.现用 t 将 7 参数化， a < r ^ 
b, 7(a) =你， 7 ⑻=奶.这时在 7 的每点上有 一 速度矢 
量$ = d ^( r )/ dr 和相应的动量 p = dL / dq . 若选择 r 


使得 H ( P ) q ) = h , 则我们在曲面 M 2 - 1 上得出曲线$把上面的定理应用于 M 2 - 1 
上的曲线$就有 


系在所有 g 平面上联结 qo ^ qi 两点的、而且经参数化使哈密顿函数取常值 
丑 (3 L / 邱， g ) = / i 的曲线中，动力学方程 （1) 的轨道是“化约作用积分” 



{r)q(r)dr 


的驻定曲线， 

这就是莫泊丢 （ Maupertuis ) 最小作用原理（也即是欧拉-拉格朗日-雅可比的最 
小作用原 理产. 重要的是要注意使曲线7参数化区间 a ^ r ^ b 可以因被比较的曲 
线而异.另一方面，能量（即哈密顿函数）必须相同.我们也要注意，这个原理只决定 
轨道的形状而不决定时间.为了决定时间必须要用能量常数. 

当力学系统表示光滑流形上的惯性运动时，这个原理的形式特别简单. 


①“在几乎所有教本中，甚至在最好的教本中，这个原理都表述得无法理解”(引自 K . Jacobi U 1). 
但我不想违反传统. 


§45. 庞加莱- II 当积分不变量的推论 


定理被约束在光滑黎曼流形上的作惯性运动的质点沿测地线（即弧长 fds 的 
驻定曲线）运动. 

证这时 



因此必须取参数正比于 长度办 = ds / V 2 h 才能保证丑取定值 / i . 这时化约作用积 


分等于 



所以驻定曲线是流形上的测地线. 


□ 


在有位能时，动力学方程的轨道也是某个黎曼度量下的测地线. 

令心 2 表示构形空间上给出动能的黎曼度量(所以令&为一 

常数. 


定理在构形空间的区域? 7( g ) </ i 中定义黎曼度量 



则动能了= ~(ds/dr) 2 , 位能为 U ( q ), 而总能量为 h 的力学系的轨道是度量 dp 下的 
测地线. 

证 这时[=了-[/，孖= 7 1 + [/，(317抑)4 = 27 1 =(£^/办) 2 = 2(h-U). 所以参 
数 t 必须正比于 长度: 扣= ds/^2(h^U) 才能保证 H = h. 化约作用积分于是等于 



由莫泊丢原理，轨道是度量 dp 下的测地线. 口 

注1度量 dp 是把 心“ 拉长”而得，拉长的程度与点 g 有关而与方向无关.因此，在度量 dp 
和 心中， 角是相同的.度量咖在区域 U ^ h 的边缘上有 奇性： 越接近边缘， p 长度就越小. 
特别是，位于边缘上的任意曲线之长为零. 

注2若一测地线的起点终点充分接近，则长度的驻定值是最 小值. 这就说明 “最小 作用原 
理”这一名字的合理性.一般说来，作用量的驻定值不一定是最小值,看一下单位球面上的测地线 
就会明白（图 190). 每个大圆弧都是测地线，但只有长度小于 tt 的才是最 小：弧 NS f M 就比大 
圆弧 NSM 还短. 

注3 若 h 大于 U 在构形空间的最大值，则办?没有 奇性; 所以可以应用关于黎曼流形上的 
测地线的拓扑定理来研究力学系统. 

例如考虑具有某黎曼度量的环面 r 2 . 在所有沿纬圈绕 m 周而沿子午线绕 n 周 
的闭曲线中存在一条最短的（图 191). 这曲线是一条封闭测地线（证明见关于整体 
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图190非最小测地线 图191双摆的周期运动 


变分学或“莫尔斯 ( Morse ) 理论”的书).另一方面，环面 r 2 是平面双摆的构形空间. 
故有 

定理对任意整数对 m ， n 必有双摆的一个周期运动使其一节旋转 m 周，另一 
节旋转 n 周. 

更进一步，这样的周期运动只有当/ I 充分大才存在（/ I 应大于最高位置的位能 
值). 

再看一个例子：考虑位于任意势场而且有一恒定的固定点的刚体.构形空间 
(50(3)) 不是单连 通的： 其上有不可缩的曲线.用上面的论证可得 

定理在任意有势力场中，至少有刚体的一个周期运动.此外，存在总能量/ I 任 
意大的周期运动. 


§46. 惠更斯原理 

哈密顿力学的基本概念（动量、哈密顿函数孖，形式 p 匈- Hdt 以及哈密顿-雅可比方程，所 
有这些下面都要讲到）起源于把服从一个特定变分原理即费马原理的几何光学的几个最简单而且 
自然的概念转换到一般的变分原理（特别是变为哈密顿的驻定作用量原理 5 fLdt = 0). 

A . 波前 



图192 —个各向异 
性的不均 勻介质 


我们要简略地 ® 看一看几何光学的基础概念.按费马极值原 
理， 光由点 90 到奶 按耗时最小的路径行进. 光速可以既依赖于 
g (“不均匀介质”）也可以依赖于光线的方向（在诸如晶体这样的 
“各向异性介质”中).介质的特性可以用每点 q 的切空间上作一 
个曲面（“指示面”即“折射率曲面”）来描述.为此在该点的每个 
方向作该方向的速度矢量（图 192). 

现在令 t > 0. 我们来看光从如点在少于或等于 t 的时间内 


所能走到的点 g 的集合.它的边缘是由光在时刻 t (但不能更早）达到的那些点组成， 


①我们在此不求严格，并且假设所有行列式均不为0等等.以后的定理的证明并不依赖于这一 
节中的半直觉的论证. 





§46. 惠更斯原理 
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图193波前的包络 



称为从 go 出发在时刻 t 的 波前屯 g 。 ⑷. 

惠更斯发现了在不同时刻的波前之间有一个值得注意的关系（图 193) - 

4 

惠更斯定理令 % 0 ( t ) 是从点 g 0 出发在时刻 t 的波前.从其上每点 g 出发考 


虑时间 s 的波前 %( s ): 则由 g 0 出发在时刻 t + s 的波前 (t + s ) 将是所有波前 
^ g ( s ) 的包络，这里兮€%。⑷. 

证令仏 + 3 + 5). 必有一条从如到识&的路径使光沿它旅行时间为 

t + s 而没有需时更少的路径.我们来看其上的点 A 即光在时刻 t 到达之点.不存在 


由 如到少 的需时更少的路径.否则 qoqt ^ s 也就不是需时最少的了.因此点讲在波 
前⑴上.完全相同，光在时间 s 内走完路径 Qtqt ^ s , 而且没有需时更少的路径. 
所以 点少和 位 于由少 出发时刻 S 的波前上.我们要证明波前 ㈤ 与 + 

切.事实上，如果它们相交（图194)，则一定可能从以少于 s 的时间走到 + 

的某点， 即从如 以少于 f + s 的时间走到.这与 ^ qo ( t -^ s ) 的定义 矛盾; 从而 
与 ^Qo + s ) 在点 9 t + s 相切. 口 

以上证明的定理叫做 惠更斯原理. 很清楚点如可以代以一曲线、曲面或一般地 
代以某闭集,三维空间{射可代以任意光滑流形，而光的传播可代以任意“局部”传 
递的扰动的传播. 


惠更斯原理归结为对传播过程的两种描述法. 首先: 
可以画 光线， 即光的需时最少的传播路线.这时传播的局 
部性质是由速度矢量^给出的.若已知光线方向，则速度 
矢量的大小由介质的特性给岀（指示面亦即折射率曲面)， 
其次： 我们也可以画波前.设在空间中有黎曼度 
量，我们就可以谈 论波前的运动速度. 例如看充满着通常 
欧氏空间的介质中光的传播.可以用垂直于波前的矢量 P 
来刻画波前的运动如下. 



Sqj^^t 

图195光线的方向与波前运 
动的方向 


相应于每点 go 都可定义从如到 g 的光学长度，它是一函数 S qo [ g )、 即光由如 
传播到 g 所需的最少时间.其等值集 {g : S qo ( g ) = t } 即波前 、⑼图 195). 函数 
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5( 在上述度量意义下）的梯度垂直于波前并且标志了其运动.在这里,梯度越大，波 

fiQ 

前运动 越慢. 所以哈密顿称矢量 p = ^为波 前的法向慢度矢量. 

dq 

在各向异性介质中，光线方向^和波前运动方向 p 并不一致.但是它们之间有 
一个简单的关系，很容易由惠更斯原理导出.回想一下，介质的特征在各点由光速矢 
量曲面即指示面来描述. 

定义 指示面在点 t 的切超平面的方向称为共扼于 r 的方向（图 196). 

定理 波前少 如⑷在帒的方向共轭于光线方向么 


V 



点 I 的特征曲线 



光线的方向 


>波前的 
运 &方向 


波前办9 0 “） 

图197波与波前方向的共轭 


证 看光线 g 0 g t 上一点 七 , 0 < t t (图 197) .取 e 很小.则波前 $ qt _ e ㈤ 比之 
qt 点的指示面乘以 e 后相差一个小量 0( e 2 ). 由惠更斯原理,波前〜 t _ e ⑷与 ^> qo ( t ) 
在点相切.令 e — 0即得定理 之证. □ 

若用以定义 P 的辅助度量改变，则 p 作为波前运动自然的速度，大小和方向都 
会改变.然而空间 {0 =舻上的微分形式 pdg - 必的定义与辅助的度量 无关; 它 
的值只依赖于波前（或光线).在共轭于光线速度矢量的超平面上，这个形式等于零, 
而它在速度矢量上之值为 1®. 

B . 光学-力学对比 

现在回到力学.在这里运动轨迹也是一个变分原理的驻定曲线，可以像哈密顿那 
样，把力学建立为多维空间的几何 光学； 我们不详细展开这个作法而只列举出那些 
引导哈密顿到基本力学概念的光学概念. 


①因此，相应于过一定点的各个波前的矢量 p 并不是任意的而要服从于一个 条件: p 的可容许 
的值组成 { p } 空间中的一个超曲面而对偶于速度的指示面. 



路径的光学长度 5 qo ( q ) 和惠更斯原理还没有用到.它们在力学中的类似物是作 
用量函数和哈密顿-雅可比方程，现在我们就要来讲它们. 

C . 作用量作为坐标和时间的函数 

定义 作用量 S ( q ， t ) 即沿着联结两点之驻定曲线 7 上的积分 

Sqo ， t Q ( q ， t ) = f Ldt . 


为了使此定义正确，有几点 注意： 必须要求由点 （ goJo ：) 发 
岀的驻定曲线不在别处相交,而构成所谓“驻定曲线的有心场” 
(图 198). 更确切些说,对每一对 ( g 0 , to) 有一个点 ( q . t ) 相应， 
此点是适合初始条件 9 ( 0 ) = q O , q (0) = q o 的驻定曲线的端点. 
我们说驻定曲线7包含在一个有心场中，若映射（如 A — 

是非退化的（在相应于所考虑的驻定曲线7的点上，从而也在 
其某个邻域中). 



图198驻定曲线的有 
心场 


可以证明当 |t - M 充分小时，驻定曲线7包含在一个有心场中①. 

现在我们来看我们的驻定曲线之端点 ( q , t ) 的一个充分小邻域.其中每一点都 
可用所考虑的有心场中的唯一驻定曲线与 ( q 0 , t 0 ) 连接起来.这个驻定曲线可微地 
依赖于终点 ( g r t ). 因此，在所指定的邻域中，作用量函数 S go > to ( g , t ) = [ Ldt 是正确 

定义的. 


在几何光学中我们注意于路径的光学长度的微分.这里自然注意于作用量函数 
的微分. 


定理 作用量函数（具有固定起点）的微分等于 


dS = pdq — Hdt , 


q = dL/dq 而 H = p4 — L 定义为轨道 7 的终点速度亡的函数. 
①问题证明对于大的 * - to 这 Ji 不成立的. 提示： q = - q(m 199). 
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水 




图199具有焦点而不包含在任意 


有心场内的驻定曲线 


图 200作用量函数微分 
的计算 


证 令 p = dL/dq 而将驻定曲线从 ( q ， t ) 空间提升到扩充相空间 {( p ， q ， t )} 中， 
即用相轨道代替驻定曲线.这样我们得到扩充相空间中的一个 （n + 1) 维流形，它由 
相轨道即形式 pdg - i / dt 的涡线组成.现在给端点 ( q , t ) 以增量 ( Aq , At ) 并且考虑 
连接 (如, t 0 ) 与线段 （g + 9 Aq , t + 9 At )0 ^6^1 上各点的驻定曲线之集（图 200). 
在相空间中这就是由形式 P 向-丑也的涡线组成的四边形 a , 其边缘是 


9a = 7i + 72 + 

其中包含两条相轨道71,72,空间 （g =奶彳= to ) 内的一段曲线 a 以及投影到线段 
( Ag , At ) 上的曲线 /?. 因为 a 是由 pdg -孖也的涡线组成的，故 

0 = // d(pdq — Hdt) = j pdq — Hdt = [ ~ [ + / 一 / — Hdt. 

J J(T Jd(T J ^7 i J 12 J 0 JCk > 

但在线段 a 上 ， dg = 0, dt = 0. 在相轨道 7 i 和 72 上, P 向-孖也 = Ldt (节 45 C ). 所 
以差 H pdq - Hdt 等于作用量函数的增量，而我们有 

j pdq ― Hdt = S(q + Aq } t + At) - S(q,t). 

若令 Ag -> 0, Ai —»• 0,即可证得定理. □ 

形式 p 向-丑也原来是人为地引人的.现在我们通过光学和力学的类比看到， 
它来自讨论相应于路径光学长度的作用量函数. 


D . 哈密顿-雅可比方程 

我们记得，“法向慢度矢量 P ” 不能是完全任 意的： 由于惠更斯原理（见194页)， 
它要服从于条件= 1. 对作用量函数 S 的梯度也有一个类似的条件限制. 

定理 作用量函数满足方程 


dS u (dS ▲ 




0. 


⑴ 


这个非线性一阶偏微分方程称为哈 密顿-雅可比方程. 



证为证此定理，只需注意到，由上面的定理 


dS . as ^ 

p=-. □ 

适才建立起来的力学系的轨迹（“光线”）和偏微分方程（“波前”）的关系可以在 
两个方向上应用. 

首先，可以用方程 （1) 之解来求积动力学常微分方程组.下节讲的求积哈密顿 
典则方程的雅可比方法就是. 

其次，射线和波的观点之间的关系使我们能将偏微分方程 （1) 的求解化为解哈 
密顿常微分方程组. 

让我们稍微讲详细一点.哈密顿-雅可比方程 （1) 的柯西 
问题是 

S(q,t 0 ) = S o (q)^+H^q^=0. ( 2 ) 

为构造这个问题的解,看一看哈密顿典则方程组 _ __ 

图201哈密顿-雅可比 

. __ dH . — dH 方程的柯西问题解之特 

卜 飞， q = 瓦， 征曲线 

并考虑其初始条件（图 201): 



9( 亡 0) = 90, 


p(to) = 


dSo 

dq 



相应的解可以在 ( q ， t ) 空间中用曲线 g g ⑷即 SfLdt = 0 的驻定曲线来表示（拉 
格朗日函数么0 是哈密顿函数 //( p ， g , t ) 对 p 的勒让德变换).这个驻定曲线称 
为问题⑺由 go 发出的特征线. 

若值 ti 充分接近 to , 则由接近于 go 的点发出的特征线在 to < t d \ Q ~ qo \ < R 
中不相交.此外如和 t 之值可以作为区域 |qf - q 0 \ < ^,^0 h 中点的坐标（图 
201 ). 

现在来构造“具有初始条件^的作用量函 数”： 


S(A) = S 0 (q 0 ) + f L(q,q,t)dt (3) 

^QOyto 


(沿通到 A 的特征线积分). 

定理函数 （3) 是问题 （2) 的解. 

证初始条件显然满足.满足哈密顿-雅可比方程这一点可像作用量函数的微 
分定理一样来证（图 202). 
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*0 屬 


t,Q 




图202作用量函数是哈密顿-雅可比 

方程之解 


图203哈密顿-雅可比方程解的 

典型的奇性 


由斯托克斯引理人―/ 72 + 厶 = 0. 但在 a 上 Hdt 

dSo / dq , 所以 



pdq — Hdt 


此外，71,72是相轨道，所以 



pdq 




So(qo + ~ *%( 分 0 ). 



pdq — Hdt 


71, 



Ldt. 


7i ， 


于是 



I pdq — Hdt — I So(qo + A^) + / Ldt - |5o(^o) + / Ldt 

J/3 L ^72 J I ^7i 

= S{A-^AA)~S(A). 

当 f — 0时，我们得到 dS/dt = - ff , dS/dq = p 而定理得证 • 

问题证明问题 （2) 解的唯一性. 



提示沿特征线微分 5. 


问题对 if 




， 5o 


解柯西问题 （2). 


- _ 2… 2 ，一、/ 

问题 对 t = t 3 作多值“函数⑷与 p ( q ) 的图像（图 201). 

答 参照图 203. 

S 图像的自交点对应于 p 之图像的麦克斯 韦线： 有阴影的面积相等 
(q = 0， t 2 ) 处有一个叫做燕尾的奇点. 


S ( q , t ) 的图像在点 


§47. 求积哈密顿典则方程的哈密顿-雅可比方法 


我们将在本节中定义一个自由典则变换的生成函数. 



§47. 求积哈密顿典则方程的哈密顿-雅可比方法 
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哈密顿-雅可比方法的思想如下.在坐标的典则变换下，运动方程的典则形式以 
及哈密顿函数（节 45 A ) 均保持不变.因此，若能找到一个典则变换将哈密顿函数化 
成可以求积的新典则方程，则原有的典则方程也可积出.而作这样的典则变换的问 
题又归结为求出哈密顿-雅可比偏微分方程的相当多的解.所求的典则变换的生成 
函数一定满足这个方程. 

在转到生成函数这个工具之前，我们要提醒一下，很不幸它并非不变的而是本 
质地依赖于相空间 {( p , q )} 的坐标结构的.有必要使用偏导数这个工具，这时甚至 
记号也是含 混的' 

A . 生成函数 

设 2 n 个变量 p ， g 的 2 n 个函数 P ( p ， g ) 和 Q ( p , g ) 给出典则变换 g : R 2n ^ R 2n . 
则 1- 形式 pdg - PdQ 是全微分（节 45 A ): 

pdq — PdQ = dS { p ， q ). (1) 

问题 证明 其逆： 若此形式是全微分,则变换是典则变换. 

现在设在某点 ( po ^ o ) 附近可取 ( Q , g ) 为独立坐标.换言之，设其雅可比行列式 
在 ( po , qo ) 点不为零： . 


det 


d ( Q , q ) 
d ( p , q ) 



det 


dQ 

dp 


一 0 , 


Po^Qo 


这样的典则变换称为自由的.这时函数 S 可以局部地用新坐标来 表示: 

S { p , q ) = Si ( Q , q ). 


定义 函数 S . iQ ^ q ) 称为典则变换#的生成函数. 

4 

我们要强调指出&不是相空间 R 271 上的 函数： 它是两个 n 维的点 q , Q 的空 
间的直积％ x %中的一个区域中的函数.由 （1 ) 知&的“偏导数”是 

和 ^Sl = - p . (2) 

oq oQ 

反之每一个函数 S ^ Q ^ q ) 也都通过上式 （2) 给出一个典则 变换} 


①重要的是要注意，平面上的量 du / dx 不仅依赖于取什么样的函数为 a :， 还依赖于取什么函 
数为 y : 在新变量 （ a :, 2 ：) 中， du / dx 的值就不同了.应该要写 

du du 

dx y = 常数’ ^ ^常数 • 
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定理设 S^Q.q) 是定义在两个 n 维欧氏空间的直积的某点 （ Q 0 , 如）的一个 
邻域上的函数.若 

一 0， 


dQdq 


Qo，qo 


则&是某个自由典则变换的生成函数, 


证 由隐函数定理可以解出决定 Q 的方程 


dS ^ Q . g ) 

dq 


于是在点 


go，Po 


dS 1 (Q,g) 

dq 


Qo，qo 


附近可以定出一个函数 Q ( p ^)( Q ( Po , go ) = go ). 事实上，我们所需的行列式由我们 
的假设不为零，这里它是 

/a 2 S 1 (Q,g)M 


det 


dQdq 


Qo^o 


现在考虑函数 


PxiQ.q) 


dQ 


Si(Q.q) 


并且记 


P(p,q) == Pi(Q(p,q),q), 


这时，把点 ( p , q ) 映为点 ( P , Q ) 的局部映射 g : R 2n -> R 2n 是典则变换而且以 A 
为生成函数.这是因为由上述作法 

P ^ P d Q = + 

而且它是自由的，因为 det ( dQ / dp ) = det ( d 2 S l ( Q 7 q )/ dQd g y 1 ^0. □ 

变换 g ： R 2n ^ E 2n 一 般是由 2 n 个 2 n 变元的函数给出的.我们看到典则变换 
则完全由一个 2 n 元函数#成函数给出.很容易看到生成函数在所有涉及典则变换 
的计算中多么有用.而当变量个数 2 n 变得很大时尤其是这样. 

B . 生成函数的哈密顿-雅可比方程 

注意，哈密顿函数仅依赖于变量 Q 的典则方程是很容易求积的.若 if = K { Q ), 
则典则方程成为 . 


Q 


零 

P 


dK 

dQ 1 


( 3 ) 


由此立即有 


Q(t) 


dK 


Q (0)， 增 = 增+^ 


Q(0) 
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我们现在要找一个典则变换把哈密顿函数 H ( p ， q ) 变成 K ( Q ). 为此，我们来找这个 
变换的生成函数 S ( Q ， P ). 由 （2 ) 可得条件 


H 


dS ( Q ， q ) 

dq 




= K ( Q ). 


⑷ 


上式中在求导 g 后应将 q 都换成 q ( P , Q ). 注意对于固定的 Q , 方程⑷是哈密 
顿-雅可比方程. 

雅可比定理 若能找到哈密顿-雅可比方程的含 n 个参 数①❻ 的解 S { Q ， q ) 而 
且使 det ( d 2 S / dQdq ) ^ 0, 则可以显示求积出典则方程 



dH 

dq’ 




⑹ 


由方程 g 學崆 决定的函数 Q ( p , g ) 是方程南的首次积分. 

oq 

证考虑具有生成函数 5( Q , g ) 的典则变换.由⑺有 p =(郎/抑 )( Q ， g ), 由 
此式可以定出 Q ( p ， g ). 我们来在新坐标 P，Q 下计算函数丑 ( p , g ). 有 H ( p , q ) = 
H ({ dS / dq )( Q , q ), q ). 要在新坐标系下求出哈密顿函数，必须在此式中（:在微分后) 
将 g 换成它的 P ， Q 的表达式.但由（4)，此式完全不依赖于 g ， 所以我们简单地有 


H ( p , q )^ K ( Q ). 

故方程 （5) 在新坐标中形式如 （3)， 而雅可比定理得证. □ 

雅可比定理将常微分方程组 （5) 的求解化为求偏微分方程 （4) 的完全积分.这 
样由简“化”繁却提供了一个解决具体问题的有效方法，这是令人惊奇的.然而这确 
是求精确解的最有力的方法，而雅可比解出的许多问题用别的方法是解不出来的. 

C . 例子 


我们来考虑两个固定中心的吸引问题.近年来由于它与人造地球卫星运动的研 
究有关,对它的兴趣增大了.很清楚 〆 轴上两个靠近的吸引中心近似于沿^轴稍微 
拉长的椭球的吸引.不幸的是，地球不是细长的而是扁平的.为了克服这个困难，必 
须把中心放在 z 轴上离原点有虚距离士 k 处.当然，所得解的解析公式在复域中成 
立.这样我们得到了地球引力场的一个近似，使运动方程可以精确积出，而比把地球 
作为一个质点的开普勒近似更好. 

为简单计，我们只考虑两个等质量定点吸引的平面问题.雅可比方法的成功基于 
采用了适当的坐标-椭圆坐标.设定点 O u 0 2 的距离为 2 C (图204)，而动质点到它们 
之距离各为 n 与 t * 2 . 椭圆坐标定义为到 O u 0 2 之距离和与差 ： C = n + r 2 ) 7? = 

T\ - ” 2 . 

① (4) 的含 n 个参数的解族称 为完全积分. 



第九章典则形式化 


0 iC r ^~\ i> ° 2 



图 204 椭圆坐标 


图 205 共焦椭圆和双曲线 


问题用椭圆坐标表示哈密顿函数. 

解曲线 （ =常数是以 0 U 0 2 为焦点的椭圆，曲线7?=常数是焦点相同的双曲线（图 205) 
它们互相正交，故 

ds 2 = a 2 d ^ 2 4- b 2 dr } 2 . 

我们来求系数 a 和 6. 对于沿楠圆的运动我们有 dri = dscosa , dr2 = -ds cos a , 故 drj = 
2 cos ads . 对沿双曲线的运动 ， dri = ds sin a , dr2 = ds sin a , 故炎 = 2 sin ads . 所以 a = 
(2 sin a ) -1 ,6 = (2 cos a ) 一 1 .由三角形 O1MO2 又有 + rg + 2 rir 2 Cosa = 4 c 2 , 故有 


cos 2 a — sin 2 a 


4 c 2 'i r r \~^ ，⑽ 2 a + sin 2 a — 

2 riT 2 7 ^ 


2 4 c ^ 一 (Vi _ 

COS Q = ― 


sin2 a = ( IL ± ^ I 2 . 

4 rir 2 


2 t \ T 2 1 
2 ^4 c 2 


但若 ds 2 二 冰? ，则 


1 >?|， 


a^i 




所以 


H 


2 (n +， 2 ) 2 -4 c 2 2 4 c 2 - (n -” 2 ) 2 

2^2 十 h 2 nr 2 


但 ri + ”2 = ^ri — T2 = %4 rir 2 = — rj 2 . 所以最后有 

rr « . 2 ^ 2 - 4 c 2 , rt __ 2 4 c 2 -T ) 2 


4^ 


tt _ q 一 2 ^ ^ 丄 0 2 ^ — H 

H - ^2 _ V 2 ^2 _ v 2 一 《2 ~2 • 


现在我们要解哈密顿-雅可比方程. 

定义若变 量仍和 ds / dqx 只以组合为 ^{ ds / dquqx ) 之形状出现在方程 




ds 


ds 


dq \ ’ dq n 


; 叭 ，… ^Qn I =0 


中，我们就说变量仍是可分离的. 

这时，求一个以下形状的解是有用的 


S = Si ( qi ) ^ S f ( q 2 ^- ，分 n ). 



§47. 求积哈密顿典则方程的哈密顿-雅可比方法 


• 2 


在这个方程中令 W = Cl ，贝！1 V 将适合一个变量数目较少的方程 


少 2 


ds f 




匈2’ 


ds ， 

dq n 


92, • • • 7 Qny Cl 


♦ S ，= S f ( q 2 . 


(罃， 


91 


ci , 


, q n ； c ljC ) 是它的一族含参数 Q 的解.只要 & 满足常微分方程 
则函数 S l ( q u c 1 )^ S / 就是所求方程的解.这个常微分方程是容易 


解的：把 dSx/dqi 用 gi 与 ci 表示为 dSi/dqi = ip ( qi , ci ) 即得 5 i = y ip ( qi , Ci ) dqi . 

若新 方程⑼ 2 ) 中又有一个变量例如可分离，可以重复这个过程，(则在最有 
利的情况下）就可求出原方程的含 n 个常数的解 

Si(qx ； ci) + <S2(g2;ci,C2) +- h S n (q n ]Ci^ - - - ,Cn). 


这时我们说变 量是完全可分离的. 

若变量完全可分离，就可用求积法求出哈密顿-雅可比方程 ^( dS / dq , q ) 
含 n 个参数的解.而相应的典则方程组也可用求积法解出（雅可比定理). 
我们将这个方法用于两个固定中心问题.哈密顿-雅可比方程成为 

(f) 2 (^ 2 -4c 2 ) + ( 蔫 ) 2 (4c 2 - A = K\e-V 2 )+4H. 


这是可以分离变量的，例如只需设 


(I) 


2 


2 


4 c 2 ) - 4 fc ^ - Ki 


2 


(署) (4 c 2 - T ] 2 ) Kif = -d 


即可.于是可以找到方程 （4) 的完全积分 


0 的 


S{^r} ； c 1 ,c 2 ) 


c \ + c 必 2 + 
— 4 c 2 


处+ 


— Ci — C2T] 2 

4 C 2 — T ] 2 


雅可比定理用椭圆积分给出了两个固定中心的运动问题的显式解.关于这个运动的 
更详细的讨论可见 Charlier ,[ l ] 一书. 

两个固定中心的吸引问题的另一个应用是研 究一个吸引中心场中具有固定拉力 
的运动. 

这就是一个质点在一个固定中心的牛顿引力作用和另一个大小方向都固定的力 
(“拉力”）作用下的运动问题.它可以看作是两个固定中心的吸引问题的极限情况.即 
一个中心沿推力方向运动到无穷远处时的极限（这时其质量与其距离平方成正比增 
加以保证拉力不变). 
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两个固定中心的吸引问题的极限情况可用椭圆函数显式地解出.用以上问题取 


极限或者直接对一个固定中心的场中的固定拉力的运动问题作分离变量都可看到这 


一点.在这问题中使变量分离的坐标可由椭圆坐标令一个中心趋向无穷取极限而得. 
这称为抛物线坐标而由公式 


u = r — x, v = r x 

给岀（拉力沿着 z 轴). 

固定拉力问题的轨道的描述（其中有许多是很细致的）可在 B . B . 别列茨基“天 
体运动概说” ( B e letzkii ，[ l ]) 一书中找到. 

再举一个例子即三轴橢球上的测地线问题 CD . 这里雅可比椭球坐标 A !, A 2 , A 3 是 


有用的，它们是 


x i 


A. 






m 


% 


的根， X \, X2 ) 2^3 是笛卡儿坐标.我们不作计算表明变量可分离（这例如可在雅可比 
“动力学讲义” 一 书中找到)，而只提一下 结果： 我们将描述一下测地线的性态. 

曲面 h =常数， A 2 =常数和 A 3 =常数都是二次曲面，称为 共焦二次曲面 .第 
一 个是椭球面，第二个是单叶双曲面，第三个是双叶双曲面椭球面可以退化成一椭 
圆的内域,单叶双曲面可退化成或为椭圆的外域或为一个平面上双曲线两枝之间的 
部分，双叶双曲面则可退化为平面上双曲线两枝之外的部分或者成为整个平面. 

设所考虑的棟球属于主半轴 a > b > C 的一族摘球.椭圆= 0,； T2 = 0和 
x 3 = 0 都是闭的测地线.从最大的椭圆（即主半轴为 a , 6的）上一点出发沿着靠近该 
椭圆方向的测地线（图 206) 交替地切于椭球和这一族中的一个单叶双曲面 A =常 
数的两个闭截口®.测地线或者是闭的，或者在两个闭截口之间的区域中稠密.当测 
地线斜率增加时,这双曲面退化成为一双曲线“内”的区域，而此双曲线与椭球面交 
于四个“脐点”.在极限情况下就得到了从脐点发出的测地线（图 207). 



图206三轴椭球面上的测地线 



图207由脐点发出的测地线 


有趣的是，从一个脐点发出的测地线，一定都收束于对面的脐点，而且所有这些 
测地线长度相同，注意到这一点是很有趣的.所有这些测地线只有一条是封闭的，即 


① 摘球上的测地线问题以及密切相关的椭球弹子问题最近在与激光装置有关的一系列物理问题 
中得到了应用. 

② 共焦曲面的这些截口也是椭球的曲率线. 
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中间的椭圆亦即主半轴为 a ， c 的椭圆.如果我们沿任意的另一测地线在任意方向穿 
过脐点，则必渐近趋向这个椭圆. 

最后，与最大椭圆相交得“更陡”的测地线（图 
208) 交替地切于我们的棟球与一双叶双曲面的两个 
截口—般地，它们在这两个截口之间的区域中稠 
密.半轴为6和 c 的小椭圆也属于这种测地线之列. 

“求积一个已知微分方程的主要困难在于引入 
方便的变量，而这是没有规则可 循的. 因此我们必图208椭球面上切于一个双叶双 
须走相反的途径,先找一些值得注意的变换,再看哪曲面的测地线 
一 些问题可以成功地应用它们(雅可比的《动力学讲义》) . 

朗道和利普希茨的《力学》 (Landau L . D ., Lifschitz E . M .,[1]) 一书中列出了可用 
球、椭圆和拋物线坐标来分离变量的问题. 
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在本节中我们要对非自由典则变换造出生成函数这一工具. 

A . 生成函数 S 2 { P , q ) 

令 5 : M 2n — M 2n 为一典则变换而且 g ( p , q ) = ( P , Q ). 由典则变换的定义, R 2n 
上的微分形式 

pdq — PdQ = dS 

是某函数別 p ， g ) 的全微分.如果可以取 Q ， q 为 2 n 个独立坐标，这典则变换就是自 
由的. 这时函数 S 可以用 q 、 Q 表示并 称为生成函数 只要知道这个函数就 
可知道给出这个变换的 2 n 个函数，即由以下关系式来 求出： 

一 dS^Q) „ dS^Q) /1N 

p= dq ’ 卜 —~ dQ ~' ⑴ 

但远非所有典则变换都是自由的.例如对于恒等变换, g 和 Q = g 就是相关的. 
所以恒等变换不能由生成函数 S ^ Q ) 给出.但是，我们可以应用勒让德变换以得 
出其他形式的生成函数.例如设取为 ai 2n 上的独立的局部坐标 .( 即使得行列式 
det (<9( P , q )/ d ( p , q )) = det ( dP / dp ) 不为零).于是有 

pdq — PdQ = dSV 丄及 pdq + QdP 二 d{PQ + S ). 


把量 PQ + S 用 ( P , q ) 表出也称为一个生 成函数 


® 它们也是曲率线. 


S 2 ( P , q ) = PQ + S ( p , q ). 
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对于它，我们有 


dS 2 { P , q ) 

dq 


Q 


dS 2 ( P ， q ) 

dP 


⑵ 


反之，若 S 2 ( P , q ) 是使行列式 det 


Po 


^ a 2 S ( P , q ) 
、 dPdq 

dS 2 ( P ， q ) 、 
dq j 


^0 的任意函数，则在点 


Po^go 


Qo 


POy^O 


附近，可以由方程 （2) 的第一组求出而得一个函数 P ( p , g )(_& P ( po , qo ) = Po )- 
方程⑵的第二组就定出 Q ( p , q ), 而映射 ( p , q ) ^ ( P , Q ) 是典则的（请证明!) . 

问題 求恒等映射 P = p,Q = q 的生成函数 S 2 . 

答 Pg . 

注 生成函数 S 2 ( P , g ) 很方便,还因为 （2) 中没有负号，而且只要记住恒等变换的生成函数 
是 Pg ， 则它也很容易记. 

B . 2 n 个生成函数 

不幸的是也不一定总能取 P , g 为局部坐标;然而总可以取某一组 n 个新坐标 


Pi = (Pii ， … ， Pi k ) ， Qj = (Qh ， … ， Qjn-k) 


和原有的 g 合为 2 n 个独立坐标. 

这里是把集（1， …， n ) 分划为两个不相交子集⑷，… ，4) 和 （ jl ， …所 
以一共有 2" 个情况. 

定理令 9 : R 2n — R 2n 是由函数 P { p , ^), Q ( p , q ) 给出的典则变换.在每点 
(p 0 ,<7o) 附近， 2 n 组函数 ( Pi , Qj , q ) 中至少有一组可以取为 M 2n 的独立 坐标： 



d(Pj^Qj^q)\ 

d(PuPj ， q)) 



d(Pi ， Qj ) 、 

d(puPj) / 


兴 0. 


在该点附近典则变换 p 可以由函数 

5 3 (Pi, Qj , q ) = (Pu Qi ) + J Pdq - PdQ 

通过以下关系式构造出来 


Qi 


dq 


dS 3 

dPi 


Pj 


dS ： 

dQ 


⑶ 


反之，若 S 3 ( P u Q jt g ) 是任意使行列式 det(^S 3 /3 助9)|取，如(丑 =(Pi，Q,+)) 不为零 
的函数，则 （3) 式在点 { p 0 , qo ) 附近给出一个典则变换. 
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定理的证明与前面给出的 fc = n 的情况几乎完全一样.只需验 
证在 2 n 组 ( PuQj ^ q ) 中有一组使行列式此(9(巧，<^)/3(巩,巧)）不 
为零就行了. 

考虑以上典则变换 9 在 ( po . qo ) 的微分.把 K 2 " 的切空间与 

自己等同起来，初可以看成是一个辛变换 S : R 2n -^ E 2n . 

证 考虑 R 2 n 中的 p 坐标平面 P (即平面 g = 0)( 图 209). 它是 
零化 n - 平面，其像也是一个零化平面.把平面按平行于其 
余坐标轴的方向投影到坐标平面 a = {( Pi ,</,)}, 即沿 n - 维零化平面 
a = {( Pj ^ i )} 的方向投影.用 : T : 5尸 — a 表示这个投影. 

条件 detidiPuQ ^/ dipuPj )) ^0 表示 T .SP — cx 非奇异.故 T 5 非奇异当且 
仅当 T : — a 非奇异.换言之，零化平面 SP 必须横截于零化坐标 平面① 但我 
们在节41中已证明了 个零化坐标平面中至少有一个横截于 SR 这意味着 2n 个 
行列式中有一个非零. □ 

问题这一组 2" 类生成函数不能 再少： 存在这样的典则变换,使这 2 n 个行列式中只有一 
不为零①. 

C . 无穷小典则变换 1 > 
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性的检验 


现在考虑近于恒等映射的典则变换.其生成函数可取得近于 Pg 即恒等变换的 


生成函数.考虑可微地依赖于参数 e 的一族典则变换&使其生成函数为 


Pq^t eS ( P , p = P-\-e 


as 

而’ 


Q = q^s 


dP. 


⑷ 


无穷小典则变换 即族灸 的等价类： 两个族 g e 与 h s 若其差是高于一阶的小量 
g e - h £ \ = O ( e 2 ), e ^0 就说是等价的. 

定理 无穷小典则变换满足哈密顿微分方程 


dP 

de 


dH 
dq 5 


dQ 

de 


dH^ 

dp 


其哈密顿函数是 H ( p , q ) = 5( p , g ,0). 

证由 （4)， 当 e —*•() 时 jP — p 即得. 口 

系 相空间 R 2n 的一个单参数变换群满足哈密顿典则方程当且仅当这些变换是 
典则变换. 


①在不同的教本中，生成函数之类型少则为4,多则到4^ 
0参看 Arnold , Avez ,[ l ] 附录32, B . ——日译者注 
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图210哈密顿函数的 
几何意义 


哈密顿函数丑称为“无穷小典则变换的生成函数”.我们 
注意到，与生成函数 s 不同，丑是相空间中点的函数，且与此 
变换不变地相关. 

函数孖的几何意义很简单.令为 R 2n 中的两点（图 
210 ), 7是连接它们的一条曲线 ， dn — X ， 考虑典线 7 在变 
换 g T ,0 < r < e 下 的像； 它们形成一个带 a ( e \ 现在考虑形 
式 a ; 2 = Edpi A dqi 在二维链 a ( e ) 上的积分，并且利用次7 = 
Pe 7 - 7 + 9rV- 9 tX 这一事实. 


问题证明 



存在而且不依赖于等 价类& 中代表元的取法. 


= H ( y )- H { x ) 


由此又一次得到熟知的 

系 在典则变换下，典则方程的形状不变，'哈密顿函数也相同. 


我们已计算了哈密顿函数的变化而只用了无穷小典则变换和 R 2 " 的辛构 


造 



第十章摄动理论介绍 


所谓摄动理论是由一些很有用的方法组成的，这些方法可以用来求“摄动问题” 
的近似解,而这些问题很接近“非摄动问题”，而可以精确解出.如果我们研究的是一 
小段时间中的运动，这些方法的合理性很容易论证.但是摄动理论的结论对于一个 
很长的甚至无限的时间区间中的运动可信到什么程度，对此我们所知甚少. 

我们将看到,许多“非摄动”的可积问题的运动都是条件周期的.在研究非摄动 
问题时,尤其在研究摄动问题时，一种特殊的辛坐标，称为“作用量-角”变量，是很 
有用的.最后,我们将证明一个定理以讨论单频率系统的摄动理论，并将证明作用量 
变量在这种系统中的绝热不变性. 

§49. 可积方程组 

为了求积一组 2 n 个常微分方程，需要知道 2 n 个首次积分.但结果是，若有一组典则微分方 
程组，时常只要 n 个首次积分就够了——每一个能把方程组的阶数降低二阶而不只是一阶. 

A . 关于可积方程组的刘维尔定理 

回忆一下， F 是具有哈密顿函数丑的典则方程组的一个首次积分，当且仅当泊 
松括弧恒为零 


( H , F ) =0. 

定义 辛流形上的两个函 数巧和 F 2 称为互相对合，若其泊松括弧为零. 

刘维尔证明了， 若对一具有 n 个自由度 （即 相空间维数为 2«) 的系统，已知 n 
个独立的互为对合的首次积分，则它可用求积法积出. 
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这个定理的确切说 法是： 设在 2 n 维辛流形上有 n 个互相对合的函数 

巧，… , F n ; ( Fi . Fj ) 三0， i,j = 1,2,*-- , n . 

考虑这些函数的一个等值集 

A/, = : Fi(x) = fi ，i = 1， .. ’， ti}. 

设这 n 个函数 K 在 M / 上独立（即 n 个 1- 形式在上的各点线性无关).则 

1. M f 是光滑流形且在哈密顿函数为 H = Fx 的相流下不变 • 

2. 若流形 M / 是紧且连通的，则它微分同胚于 n 维环面 

T n = {( W , … ,< p n )mod 27 r }. 

3. 以 i / 为哈密顿函数的相流在 M / 上决定一个条件周期运动，即在角坐标 
V ? = (#1，… ,< fn ) 中有 

菩=0；， U ? = W (/). 

4. 以丑为哈密顿函数的典则方程组可用求积法积出. 

在证明这个定理之前,先注意其几个系. 

系1若对一个自由度为2的典则方程组知道一个与哈密顿函数丑独立的首 
次积分 F , 则此方程组可用求积法 积出； 相空间中的紧连通二维子流形孖==&，==/ 
是不变的环面，而其上的运动是条件周期的. 

证尸与丑互相对合，因为尸是以丑为哈密顿函数的方程组的首次积分 .口 
现在举一个具有三个自由度的力学系统的例子，考虑一个有重的对称拉格朗日 
陀螺,它固定在其轴上一点.有三个显然的首次积分丑，和 M 3 . 容易验 证札， M 3 
互相对合.此外相空间中流形 H = h 是紧的.因此不需计算即可指出，对于大多数 
初始条件①，陀螺的运动是条件周期的：相轨道填满三维环面 H ^ c x , M z = c ^ M z = 
c 3 . 相应的三个频率分别称为基本旋转、进动与章动频率. 

从以下的事实中可以得到其他的 例子: 若一个典则方程组可用哈密顿-雅可比方 
法积出，则它有 n 个互相对合的首次积分. 

这方法在于求一典则变换 (p, q) 一 ( P , Q ) 使巧为首次积分.但函数乃和巧 
显然互相对合. 

上述事实特别可应用于两个固定中心的吸引问题.其他例子也很容易找.事实 
上，以上的刘维尔定理包括了迄今一切可以积出的动力学问题. 

B . 刘维尔定理的证明的前一部分 

现在转到定理之证明.考虑首次积分的等值集： 

Mf = {x : Fi = fi,i ~ 1, • - , n }. 

¥ b &有独 立性. 


§49. 可积方程组 
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由假设， n 个 1- 形式讯在之各点上线性 无关； 故由隐函数定理， M / 是 2 n 维 
相空间的 n 维子流形. 

引理 1在 n 维流形 Mf 上存在着 n 个相互可换的在每一点线性无关的切矢 
量场. 

证 相空间的辛构造定义了变 1- 形式为矢量场的算子 I . I 变<^为 MF ] 即 
以 K 为哈密顿函数的方程组的相速度场.我们要证明 IdFiit n 个场切于 M f , 可换 

而且互相无关. 

卿在 M f 之每一点的无关性可由讯之无关性和同构 J 的非奇异性得出.场 
IdFi 是互相可换的，因为其哈密顿函数的泊松括弧 (^,^) = 0. 同理只 在场 IdFj 
的方向的导数等于零 ， j = 1，2,…， n ， 于是场卿 切于 M /， 引理1证毕. □ 
我们要注意,实际上我们所证明的已多于引理1: 

1'. 流形 M / 在以巧为哈密顿函数的相流 g 下不变，而这 n 个相流又是可交 
换的：= g ) g \. 

1 ". 流形 M f 是零化的（即 2 -形式 w 2 在 TM f \ x 上为 0). 

这是因为 n 个矢量 IdFi 互为斜正交（(尺，巧）三 0) 而且构成流形 M / 在 a : 的 
切空间的基底. 

C . 群 3 T 的作用为传递的流形 

我们要应用下述拓扑命题（证明在节 D 中完成). 

引理 2令 M n 为一 n 维紧连通微分流形，其上有 n 个可交换且在各点线性无 
关的矢量场.这时 M n 微分同胚于 n 维环面 T n . 

证 令贞 , i = 1,… ， n 表示相应于 n 个已知矢量场的之微分同胚的单参数 
群.因为这些矢量场可交换，群 W 和$也可换.因此我们可以定义可换群 IT = 
在流形 M n 上的作用 

〆 ： M n — M ' g l =必… gi n ( t =( t u … , t n ) eR n ), 

显然， 〆 pelT 1 . 固定一点 0； 0 eM . 有映射 

p : R n — M n ， 〆*) = 9 t XQ. 

(点耶先沿第一个流的轨道运动时间 L 再沿第二个流运动时间等等 .） 

问题 1证明0 6 M n 的充分小邻域 V(图 211) 被 5 映为： c 0 邻域中的 区图： 每点 x 0 € Af n 
都有一个邻域 U ( x 0 而 p 将 V 微分同胚地映到 C / 上. 

提示 应用隐函数定理以及场在: ro 线性无关. 

问题 2 证明 p : 1T — M 是满射. 

提示 用一曲线连接点 x e M 与图 212). 用有限多个上题中的邻域 覆盖 此曲线，并 


定义 t 为相应于各段曲线的平移 ti 之和. 
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S 212问题2 


我们要注意，映射 5 : 1 T — 不可能是一对一的，因为为紧而不是. 

考虑点 M € M n 的原像的集合. 

定义点： r 0 的恒定群即使 g l x 0 = x 0 的 t e M n 之集合 I \ 

问题 3 证明 r 是的子群且与： r 0 无关. 

解若 g°xo = :=吻，则 g a+t xo = g a 9 l xo = g a x 0 = xo ^ g^xo = g ~ t g t x 0 = x 0 . 
所以 r 是 IT 的子群.若 X = g r xo 而 t e r， 则 

t t+r r t t 

g x = g Xo = g g X0 = g xo = x. 

这样，恒定群 r 是 it 的与吻无关的适当定义子群.特别 ， t = 0显然属于 r . 

问题4证明在 O e ST 的充分小邻域V中除 t = 0外没有恒定群之其他点. 

提示映射 V — C7 是微分同胚. 

问题5证明在任何点 ter cu n 的邻域 t + V中除 t 外没有恒定群的其他点(图 213). 

. * 


图214平面的离散子群 


A 




t+v 


vi 


liii 



图 213 问题 5 


所以恒定群之点在中是离散的.这种子群称为离散子群. 

例令 ei ，…，是 3 T 的个线性无关矢量.其整系数线性组合之集（图 214) 

rniCi + .*. + 77^ 以， G Z = {• • • ， - 2,-1,0,1,2, * ■ •} 

构成 R n 的离散子群.例如平面上所有整点的集合就是平面上的离散子群. 

D . 的离散子群 

我们现在要用到一个代数 事实： 上面举出的例子已包含了 IT 的所有离散子群. 
确切些说,我们要证明 
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引理 3令 r 为 IT 1 的离散子群.这时必存在 A: 个 （0 < < n ) 线性无关矢量 

ei ，…， e fc e r 使 r 恰为其所有整系数线性组合之集合. 

证我们将认为 IET 带有某个欧氏构造.我们恒有 o e r . 若 
r = { O }, 则引理得证.否则必存在点 e 0 € r , e 0 ^ 0( 图 215). 考虑 
直线 Meo - 我们将证明 r 在此直线上的元素中，必有一点 ei 最接 
近于 O . 事实上，在以0为心， | eo | 为半径的圆盘内，只有有限多 
个 r 中的点（前已见到， r 之每一点: T 都有一个同样大小的邻域图 215 关于离散 
y 其中没有 r 的其他点).在这有限多个位于圆盘内且在直线 IReo 
的 r 的点中，最接近0的点将是整个直线上最接近 o 的 r 之点.这个点 ei 的整数 
倍 ( mei,m G Z ) 即直线 Reo 与 r 之交集.事实上 mex 这些点将直线划分为长度为 
| ej | 的小段.若在其中一段 ( mei ^ m +^ ei ) 中有点 e e r ， 则 e - me x 将比 ei 更靠 
近 O . 

若 r 中没有直线外之点，引理得证.设若有点 eer , e ^ R ei , 我们将证必 
有一点 e 2 er 最靠近直线(但又不在其上).将 e 正交投影到 IR ei 上.投影恰好 
落在一个小区间 A = {Aei},m ^ A < m + 1 中.考虑以 A 为轴，以△与 e 的距离为 
半径的正圆柱.其中有群 r 的有限多个（不能没有）点.令 e 2 是其中最靠近轴 IR ei 
而又不在其上的点. 



问题 6证明 r 之任意不在 Rei 上的点 e 到此轴的距离均大于 
或等于 e 2 到 Rei 的距离. 

提示平移 m ei ，可将 e 到轴的投影移入 A 内. 

ei 与 e 2 的整系数线性组合成为平面 M ei + Re 2 的 
格点. 

问题 7 证明 r 中除与 e 2 的整系数线性组合外不再有点在 
平面 Rei + 3 Re 2 上. 

提示将此平面分划为平行四边形 A = { A iei + A 2 e 2 },7^ 彡 
入 i 彡 mi + 1 (图 216) •若 r 中有一点 e G A,e ^ m \ e \ + 则点 e - mid — 会比 

e2 更靠近 Me ：. 

若 r 在 Re 1+ Me 2 外没有其他点，则引理证毕.设有一点 e e r 在此平面外.则 
必有 一 点 e 3 ^ r 最靠近 Me 〗 + Re 2 ; 点集 miei + m 2 e 2 4- m 3 e 3 , 为整数，穷尽了 
r 在主维空间 R ei + Re 2 + Me 3 中的点•若 r 还有其他点，又取最近于这个三维空 
间中之点,依此类推. 

问题8 证明这个最接近的点恒存在. 



e i 

图216问题7 


提示取“柱” C 中的有限多个点的最近者. 

注意，矢量 ei , e 2 , e 3 …线性无关.因为它们都在 t 中，所以最多有 k 个, k < n . 

问题 9证明 r 为，…， e fc 的整系数线性组合所穷尽. 
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提示将 R ei + ...+ Re fc 分划为平行体 △ 并证明 r 中没有点在任一 A 中.若有一点 eer 
在平面 Rei + .--+ Re fc 之外，则以上的作法还没有完. 

引理3得证. □ 

现在容易证明引理 2: M f 微分同胚于环面 
考虑 k 个圆和 n - k 条直线的 直积: 

T k x R n ~ k = {外，…，仰； yi ，...， y n - fc },< pmod 27 r , 

以及自然的映射 （ pm 0 d 27 r ， y ), 点 f ir .， ，九 (力 

之坐标为的= 27 T ， ％ = 0, y = 0) 被它映为 O . 

令 ei ，…， e fc ercR fc 是群 r 的生成元（引理 3). 将矢量空间= {(^, y )} 
用同构 A : R n -^ R n 映到 R n = { t } 上，使 / i 变为 ei . 

我们注意， R n = {(^2/)} 是 T fc x R n - fc 的区图， R n = { t } 是流形的区图. 

问题10证明区图的映射 > l : R n — R n 给出一个微分同胚 A : xR n _ fc — M /. 

R n ={0， V )}」^ R n ={ t } 

P 9 

T fc xR n_fc - 

A 1 

但由假设流形 M / 为紧，故 fc = n 而是一个 n 维环面.引理 2 证毕. □ 
由引理1可知，定理的前两个论断均已得证. 

问題11证明在哈密顿函数为孖的相流作用下，角坐标 p 随时间匀速变动 

(pi = UH, COi = OJi(f), <p(t) = ¥5(0) + wt. 

换言之， 在不变环面 Mf 上的运动是条件周期的. 

提示 ip = A ~ 1 t . 

现在，定理的所有论断中未证的只有最后 一个: 方程组可用求积法积出. 

§50. 作用置- 角变置 

我们要在这里证明，在刘维尔定理的条件下，可以找到辛坐标 ( I ，< p ) 使首次积 
分 P 只含 J ， 而$是环面 M / 上的角坐标. 

A . 作用量- 角变量 的描述 

我们在节49中研究了一个紧连通流形即首次积分的等值流形： M f = {x : 
F ( x ) = /}; 后来得知它是 n 维环面而对相流不变.我们在 M / 上取角坐标讲使 
具有哈密顿函数 H = F 1 的相流形状特别简单： 

^ = w (/)， p ⑼ + u ? t . 



§50- 作用置-角变量 
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现在将要看 n 维流形 Mj 在 2 n 维相空间中的邻域. 

问题证明流形有一邻域微分同胚于 n 维环面 T n 与 n 维欧氏空间中的圆盘之 

直积. 


提示取上面作的函数 E 与角灼为坐标.因 dFi 线性无关，函数巧与= 1， …， n ) 
给出之邻域到直积: r 1 x 的微分同胚. 


以丑= 巧 为哈密顿函数的相流在坐标 ( F )( p ) 下可以写成以下形状极简单的 


2 n 个常微分方程 


dF 

dt 


0 


dtp 

dt 


u;(F )， 


⑴ 


它很容易求积: F ( t ) = F (0),< p ( t ) = cp (0)+^{ F (0)) t , 

因此为了显式地积出原典则方程组，只需以显式求出^变量，而这又可用求积 
法得出.变量^的一个作法如下. 

要注意，变量 ( F ^) 一般不是辛坐标.但是有 F 的函数 J = /( F ) 存在， J = 
(/ I ,*** ，/ n ), 使变量 ( I ,< P ) 为辛 坐标: 原来的辛构造 d 可用它们按通常的公式 表出: 


(J 1 = ^ dli A difi, 


变量 J 称为作 用量变量®; 它和角变量 f 一起构成了 邻域中的作 用量-角典则 

坐标系. 


量4是以 H = F \ 为哈密顿函数的方程组之首次积分，因为它们是首次积分 G 
的函数.反过来，只也可用 J 来表示，特别是, m = H ( I ). 在作用量-角变量中 
流 （1) 的微分方程成为 



问题（ 2 )中的 w ( J ) 能不能是任意函数? 


d<p 


dt 




⑵ 


解在变量 (1^) 下流 （2) 的方程具有以 H ( I ) 为哈密顿函数的典则形式.因此 w (/) = 

因此若自由度 n 彡 2^(1) 不会是任意的，而满足对称条件 禁=寬. 

作用量-角变量对摄动理论特别重要.我们将在节52中说明它们对绝热不变量 
的应用. 

B . 自由度为1时作用置-角变置的作法 

相平面 ( p , g ) 上的单自由度力学系由哈密顿函数 H ( p , q ) 给出. 

例1对谐振子 ， + ^ 2 ;而在一般情况下则为 if = iaV + l -9 q 2 . 

例2数学摆的 i / = ^ 2 - cosg . 两例中均有紧闭曲线 M h (H = h ) 存在，节49 
之定理的条件对 n = 1成立. 


® 不难看到， J 具有作用量的量纲. 
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为了作出作用量-角变量，找一个典则变换 ( p y q ) - (1 ^) 使它满足下面两个条 


件: 


L / = 1( h ), 2. dip = 2 tt . 



(3) 


M h 


问题求简单谐振子 if 二+ 的作用量-角变量- 

解 若 r,(p 为极坐标，则 dp A dq = rdr A dip = d ( r 2 /2) A dtp . 因此 ， I = H = ( p 2 + q 2 ) /2. 

为在一般情况下作出典则变换 ( p , q ) - ( J ，^)， 我们来找它的生成函数 



dS ( I , q ) 


dq 


5 




H 


dS ( I , q ) 

dq 



⑷ 


先设 / i ⑺已知而且可逆，使得每个曲线抓都是由 J 决定的 （ il 4 = M h{1) ). 于是对 
于固定的/值，由⑷有 

必1/=常数=如々. 

这个关系式在曲线 M h {1) 上决定一个完全确定的 1- 形式 dS . 

沿曲线 M h {1) 积分这个 1- 形式即（在点如附近）得到函数 

S{hq)^= f pdq. 


这函数将是变换 （4) 在点 (/, g 0 ) 附近的生成函数.条件⑻中的第一个自动成 


立 •• 1 = 1( h ). 为了验证第二个条件，考虑 S ( I , q ) W “大范围”的性态. 

绕闭曲线 M h{1) 一 周后， Wg 之积分增加了 M h {1) 所围区域的面积 II 


AS ( I ) = ^ pdq . 

^ h ( I ) 

所以函数 s 是 M h {1) 上的“多值函 数”： 相差 n 的整数倍未定.这一项对导数 
dS ( I , q)/dq 无影响， 但使 <p =普 成为多值.由是这一导数相差之整数 

C/J CvJ 

倍未定.更确切地说,⑷在曲线 M h {1) 上定义 1- 形式私而它在 M h{1) 上的积分等 
于 dAS ( I )/ dI . 

为了满足第二个条件 < fd<p = 2 tt , 我们需要 

M h 


Aa 5(/) = 2 tt , 


AS 

2 tt 


27 T 


这里 II = ^ pdq 是相曲线 H = h 所围的面积. 

M h 


定义 具有哈密顿函数 H ( Pl q ) 的一维问题的 作用量变量即 /⑻= ( l /27 r ) n ⑻. 




我们最后得到以下结论，令$ # 0.函数 / i ( J ) 的反函数 J (/ i ) 是有定义的. 

an 

定理记 S ( I , q ) =厂 pdq\ H=h(iy 公式⑷给出满足条件 （3) 的典则变换 
( p , q ) — (,，#)• 


这样作出了一维的作用量-角变量. 

问题求谐振子的 s 与 /. 

答若 H = iaV + $6 2 g 2 ( 图 217), M h 是一楠圆，所围面积 
II (/ i ) = Tr(y/2h/a) - (V2h/b) = 27vh/ab = 2T ： h/u}. 所以对于谐振子， 

作用量变量就是能量与频率之比.角变量 p 自然就是振动的相. 

图217谐振子的作用量变 

问題证明绕相平面 （ p ， g ) 上的闭曲线好运动的周期了 量 
等于此曲线所围面积对 h 的导数 

^ _ dn ( h ) 

— dh * 

解在作用量-角变量中方程 （2) 给出 




C . R 2 n 中作用置-角变量的作法 


现在我们转到 R 2n = {( p ， g )} 中的哈密顿函数丑 ( p ， g ) 给出的 n 自由度力学系， 
它有 n 个互相对合的首次积分 A = H , F 2 , …， F n . 我们不再重复一维时导出应选 

取 2 nl = fpdq 的推理而直接定义 n 个作用量变量 


令71，… ，7 n 是环面 M / 上 1- 维循环的基底（坐 标灼在 
jj 上的增量当 i = j 时为 2 tt . 当 i 妾 j 时则为 0) .令 

厶⑺^士/购. （ 5 ) 

问题 证明此积分与代表循环的曲线％的选择无关（图 218). 



图218作用量变量与 
积分路径的无关性 


提示在节49中我们已证明了 2-形式 a ; 2 = Edpi A d qi 在流形 M / 上为零.故由斯托克 


斯公式 

这里 da = y — 



定义（ 5 ) 式给出的 n 个量 4(/) 称为作 用量变量. 

我们现在设 n 个量乃对 n 个首次积分朽的已知值力是独 立的： det ( dl / df)\ f 
会 0. 于是在环面 M / 附近可以取变量为坐标. 



第十章摄动理论介绍 


定理变换 （ p , y — ( i >) 是典则的，即有 


i /\ dq %^ E dli A d ( fi . 



图 219 Af / 上 pdg 之 
积分与路径无关 


我们给出定理证明概要.考虑 M / 上的分形式 p 匈. 
因为流形是零化的（节 49) 这个上的 1- 形式是 闭的: 
其外微分 o ; 2 =咖 A 勿在 M / 上恒为零.因此（图 219) 

S(x) = I pdq 

J xq Mf 

在积分路径变形时不变（斯托克斯公式).于是 5( x ) 是上 
的“多值函数”，而其周期为 



现令 xo 是上之一点而在其邻域中 M / 以 n 个变量 g 为坐标，使子流形 
C R 2 n 由 n 个方程 p = p ( I , q ), q ( xo ) = qo 给出.在如的单连通邻域中有单值 
函数 ^ 

S ( I , q )= [ p ( I , q)dq 

Jqo 

存在，我们用它为典则变换 ( p , q ) - (1^) 的生成 函数： 


dS dS 

I 

不难验证这些公式不仅在所考虑的点附近，而且在 My 的邻域中大范围地给出典则 
变换.这时,坐标^将是多值的，而且如所求证，其周期为 


dS 




匕 iS 


Wj 




我们现在注意到，整个以上的作法都只用到“代数”运算（函数反演）和“求 
积” 一 计算已知函数的积分.因此求解 2 n 个方程的典则方程组,若已知其 n 个对 
合的首次积分,可用求积法解出，这就证明了刘维尔定理的最后一个论断. 

注1甚至在一维情况下，作用量-角变量也不能由 （3) 唯一决定.我们还可以取 /' = /+常 
数为作用量变量，取 〆 二 w + c ( J ) 为角变量. 
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注2我们对相空间为 R 2 n 的方程组作出了作用量-角变量.也 
可以对任意辛流形上的方程组作出作用量-角变量.这里限于一个简 
单例子（图 220). 

我们可以用柱面 R 1 x 相差 2 tt 整数倍的角 g 视为相同角）而 
不用平面 {( p , q )} 为摆 - p 2 - cosj 之相空间. 

临界等值线 H = ± l 分柱面为三 部分： A,B m C , 每部分均微 5 流形上的作用 

量—角变量 

分同胚于直积 R 1 xS 1 . 在每部分中我们都可以引入作用量-角变量. 

有界部分（万）的闭轨道表示摆的 振动; 无界部分中的闭轨道表示旋转. 

注 3 在一般情况下，和上面分析的例子一样，方 程巧二 /<对于某些力值不再是无关的， 
M f 也不再是流形 . /的这些临界值对应于将可积问题的相空间分成几部分（如上例的 A ， B , C ) 
的分界曲线.在有些部分里流形 M / 可能是无界的（如柱面 R 1 x S 1 中的4和 C ); 另一些则分 
层成为 M / 的 n 维不变 环面； 在这些个环面的邻域中我们可以引入作用量-角变量. 

§51. 平均化 

我们将在本节证明，对于做条件周期运动的力学系，时间平均和空间平均相等. 

A . 条件周期运动 

在本书以前各节，我们时常遇到条件周期 运动： 如利萨如图形，陀螺的进动、章 
动、旋转等等. 

定义令 r n 为 n 维环面，¥?=(列，… , c ^ n)niod 27 T 为角坐 
标. 条件周期运动 是由以下微分方程所给的微分同胚 7- — 了"的〜 

单参数群（图 221): 

0 = 0；, Uf = (0；1，… , UJ n ) =常数. 0 

图221条件周期 

这些微分方程很容易积 出来： ^ 

< f ( t ) = ip (0) + Uft . 

所以在区图中轨道是直线.环面上的一条轨道叫做一个螺旋线. 

例令 n = 2.若 = fcl / fc 2 是整数之比，轨迹是 闭的； 若 L 01/ UJ 2 是无理数，轨迹在环 
面上稠密（见节 16). 

量 M ，… ， o ； n 称为条件周期运动的频率.若它们在有理数域上线性无关，即若 
he ①而且由 （ fc ， u ；) = 0,必有 fc = 0,就称这些频率 是独立 的_ 

①即 fe — ( fci , ■•- , fc n ), ki 是整数. 
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B . 空间平均和时间平均 

令 f (^>) 是环面上的可积函数. 

定义环面7-上的函数/之空间平均即数 

7 = (27T)_ n f … f f(<p)d(fi - " difn. 

Jo Jo 

考虑函数 f ( ip ) 在轨道 w ⑷ = (^0 + ^ 上之值 • 它是时间的函数/(仰+ W ) .考 
虑它的平均值. 


定义环面: r n 上的函数/之时 间平均 即函数 

T 

/*(仰)=佘乂 /(^0+ LOt)dt 

(当极限存在时有定义). 


关于平均值的定理若 /连续且频率叫独立，则其时间平均处处存在而且与 
空间平均相等.若函数/在环面上 ， + 轴上黎曼可积.则时间平均也存 
在，且与空间平均相等. 


问题 证明若频率不独立，则时间平均可能与空间平均不同. 


系 1若频率是独立的，则各轨迹 {< p ( t )} 均在环面上稠密. 

证假设不然，则在环面的某点之某邻域 D 中没有轨迹 P ⑴上之点.容易 
作出一个连续函数 f 使在£> 外恒为零而且空间平均为 1. 轨迹 < p ( t ) 的时间平均 
f *{< Po ) =0^1. 这与定理结论矛盾. □ 

系 2若频率独立，则每个轨迹均在环面 r n 上均匀分布. 

这意味着，轨迹停留在 邻域乃 中的时间与的测度成正比. 

更确切些说，令£>为环面： T n 上的一（若尔当）可测区域.用 t d ( T ) 表在时间区 
间0 < t < T 内轨迹停留在£»中的时间.这时 


lim 

T—^OO 


rp ( T ) 

T 


mesD 

( 2 ^* 


证把以上定理应用到 D 的特征函数 /( 因 D 是若尔当可测，故/黎曼可积), 

则/ = t d ( T ), 而7 = (27 r )- mesD . 由定理可以直接得到此系. □ 

Jo 

系在由 2 n 的十进表示的第一位数所成的序列 


1,2,4,8,1,3,6,1,2,5, 1,2,--- 

中 ， 7 出现的次数 （ log 8- log 7 )/( log 9- logS ) 倍于 8 出现的次数， 

关于平均值的定理在拉普拉斯、拉格朗日和高斯关于天体力学的著作中已经隐 
含着 I 它是第一批‘遍历定理”之一.但严格的证明直到1909年才由玻尔 ( P . Bohl ) , 
谢尔平斯基 ( V . Sierpinski ) 和外尔 ( H . Weyl ) 结合着拉格朗日关于地球近日点的平均 
运动的一个问题给岀.下面复述外尔的证明. 
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问题一个动能为 T = 位能为 U ^\ x 2 +\ y 2 的二维谐振子做振幅为& = 

l ， a y 二1的振动.求动能的时间平均. 

问题①令叫为独立的 ，叫 > 0. 计算 

iarg^a fc e^. 

fe=l 

答 15 (uJiai + uj 2 a 2 十吨阳)/?!'，……。和 o ：3 是以 cik 为边的三角形的顶角（图 223). 



图223近日点的平均运动 


D . 退化情况 

至今我们只讨论了频率 w 独立的情况.一个整数矢量 fc e 若使 ( fc , u ；) = o , 
就叫做频率间的关系. 

问題证明一组已给频率之间的关系之集是格点群 zn 的一个子群 r . 

我们已在节49中看到，由 r * 个独立矢量 k it l ^ r ^ n 的所有整系数线性组合 
构成这样一个子群.我们说在频率之间有 r 个(独立的）关系 ©. 

问题证明若频率间有 /• 个独立的关系，则： T n 上轨道 {#(£) = ¥> 0 + wt } 的闭包是一个 
n - r 维 环面； 这时 T n ^ r 上的运动是条件周期的且有 n - r 个独立的频率. 

现在我们转到可积哈密顿方 程组： 用作用量-角变量写成的 

1^0, 0 = u ;(/), 这里 cv ( I ) = 

2 n 维相空间中的每个 n 维环面 J =常数都是不变的,其上的运动是条件周期的. 
定义上述方程组称为非退化的，若行列式 


det 


doj 

31 


= det 


d 2 H 


# o. 


® 拉格朗日指出过，行星近日点的平均运动的研究归结为一个类似的问题.这问题的解决可在 

外尔的工作中找到.地球轨道的离心率的变化也是一个类似的和之模.冰期的出现显然是与离心 

率的这种变化相关的. 

②证明数 r 与独立矢量 fci 的选择无关 


详见 Arnold - Avez [ l ] —^书附录 13, 


日译者注 
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问題 证明若一方程组非退化，则任一点之任一邻域中均有具有 n 个频率的条件周期运动， 
也有具有任意较少频率的条件周期运动. 

提示取频率 u ; 自己而不是取 J 为局部坐标.在频率集合之空间中具有任意 r (0 < r < n ) 
个关系的点 u ; 是稠密的. 

系 若一方程组非退化，则不变环面 JT = 常数唯一决定，而与作用量-角变量之 
选取（其中总有某些任意性①）无关. 

证 环面 J =常数可定义为相应于独立的 w 的相轨道之闭包. □ 

我们顺便提一下，对于多数 J 值，频率 w 都是独立的. 


问题 证明使非退化方程组的频率0；(1)为相关的1之集的勒贝格测度为零. 


提示 试证 mes { a ?, 3 k / 0, ( w , fc ) = 0} = 0. 

与此相反，对于退化方程组可以作出这样的作用量-角变量系统使其不变环面 
1 = 常数各异.这是因为对于退化方程组，轨道的闭包是维数 k < n 的环面，而可以 
以不同方式包含在 n 维环面中. 

例 1平面谐振子 x ^- x,n = 2, k = l . 在笛卡儿坐标和极坐标下分离变量会 
给岀不同的作用量-角变量和不同的环面. 

例 2开普勒平面运动 （ t / = - l / r),n = 2 ,fc = 1. 在极坐标和椭圆坐标下分离 
变量也会给出不同的 /. 

§52. 摄动的平均化 

我们在这里证明一个自由度的力学系中作用量变量的绝热不变性- 

A . 接近于可积的方程组 

我们已经考虑过许多可积方程组（一维问题、二体问题、小振动、具有固定点的 
刚体运动的欧拉和拉格朗日情形等等).我们研究了这些方程组的相轨道的特征：它 
们都是“环面的螺旋线”，而且稠密地充塞着相空间的不变 环面； 每个轨道在此环面 
上都是均匀分布的. 

不应该由此得出一个结论，即误以为方程组为可积是典型的情况.实际上，高维 
方程组轨道的性质可以极不相同而与条件周期运动的性质全然不相似.特别是，具 
有 n 个自由度的力学系的轨道的闭包可以填满 2 n 维相空间中维数髙于 n 的复杂的 
集合.一个轨道甚至可以在整个 （2 n - 1) 维流形 H = h 上稠密而且均匀分布 @ .这 
样的方程组可以称为是“不可积分的”，因为它们并不具有与丑独立的单值首次积 
分.这种方程组的研究还远未完成；它是“遍历理论”中的一个问题. 

①例如总可以作变换 r ~ I , ip f = lp -\- Si ( J ), 或 Iuhwu 屮2 — ll +/2,/2；^1,^2 - 
© 例如一个负曲率流形上的惯性运动就有此性质. 
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研究不可积分的方程组的途径之一是研究接近于可积分的方程组.例如行星绕 
日运动问题接近于互不作用的点绕一恒定中心运动这个可积问题；其他的例子还有 
略微不对称的重陀螺的运动问题和平衡位置附近的非线性振动（相近的可积分问题 
是线性的）问题.以下的方法在研究这些和类似问题上是特别有效的. 

B . 平均化原则 

令为一可积分（非摄动）方程组的作用量-角变量，此方程组之哈密顿函数 
是 H 0 ( I )： 

i = 0 ， ip = u;(I), uj(I) = 

作为接近的“摄动”问题，可取 S 《1的方程组 

卜 U ； ⑺ +e/(J ， (p )，i = £g(I,if). (1) 

我们暂时忽略它是哈密顿方程组而考虑一个形如 （1) 的给定在 A : 维环面: T fc = 
{< p = (仍 ， …, 2tt} 和/维空间的区域 G CR 1 = {I = ( I lr - , W } 之直积 
T k xG 上的任意微分方程组.当5 = 0时，运动 （1) 是条件周期的而且最多有 fc 个 
频率和 A ; 维不变环面. 

方程组 （1) 的平 均化原 则就是用另一个方程组去取代它： 

/^27T / »27T 

J = eg ( j) y g ( J ) = (2 iry k / … g ( J , ( p)dipi - - - d ( fk - (2) 

jo Jq 

它定义在 Z 维区域 G c 11^ = {J = ( A ，…，，)}上,并称为平均方程组. 

我们断定 方程组 （2) 是方程组⑴的 “ 好的近似”. 

我们要注意，这个原则既非定理、公理，又非定义，而只是一个物理命题，即一令 
陈述含糊而且严格说来并不成立的论断.这样的论断时常是数学定理的富有成果的 
来源. 

这个平均化原则可以在高斯的著作中明确地找到（高斯在研究行星间的相互摄 
动时提出，把行星的质量按时间成比例地分布在其轨道上，并将行星的引力代以所 
得的环的引力).然而对于一般情况下的方程组 （1) 和 （2) 的解的联系仍未找到令人 
满意的描述. 

用 （2) 代替⑴时在右方略去了 eg ( I , ip ) = eg ( I ,( p ) - eg { I ). 这一项与剩下的 
eg 都与 e 同阶.为了弄懂豆和5两项在 g 中的不同作用，考虑最简单的例子. 

问题考虑 k = I = 1 的情况， 

♦ 

0 = CJ / 0 ， I = €g((p). 

证明当0<*< 1/ s : 时， 


\I(t) — J(t)\ < c£ :, 这里 = 7(0) + €gt. 


解 I(t) - /(O) 


f eg(^po + ut)dt = / egdt + 

o Jq 



g((p)d<p = egt + 一 /i(o;t )， 


这里 h ( ip ) 



g ( ip ) d ^ 是周期函数从而是有界的. 


这样/随时间的变化有两个 部分： 一个是依赖于 gr 的与 e 同阶的振动，另一个是速度为疖 
的系统的“演化”(图 224). 


平均化原则的基础是下面的一般 论断： 在一般情况下方程 
组 （1) 的运动可以分为“演化”⑵和小振动.这个论断在如此一 
般的形式下是不成立的而上述原则也不为真.然而我们将应用 
此原则于哈密顿方程组 （1): 


m 




(恥⑺ +6^(1#)) 


dip 




对平均化方程组 （2) 的右方我们就有 


图224演化与振动 


(27 T 广 


0 d( P 


Hi(I,(p)d(p 


换言之，在非退化哈密顿方程组中没有演化. 

这个完全不严格的推导的一个变形给出所谓的拉普拉斯定理： 

行 星的开普勒椭圆的半主轴没有长期摄动. 

以上的讨论足以使我们相信平均化原则的重 要性； 现在我们提出一个定理来在 
一 个很特殊的情况下论证这个原则，即单频率振动 （ A : = 1). 这个定理表明了平均化 
原则正确地描述了在长的时间区间 (0 < ^ < 1/ e ) 上的演化. 

C . 单频率系统的平均化 


考虑一组 Z + 1个微分方程 


G—d 


ip — uj ( I ) + e /(/, cp ), ip mod 2 tt £ S 1 , 
i = eg{I,if), IeGcM 1 . 


⑴ 


其中 /( J，p + 2 tt ) 三 f ( Ihg ( I , ^ + 2 tt ) 以及 l 个方程 

形成的“平均化”方程组 



J(t) 


v(J)MJ) 


2丌 



( 2 ) 


图225关于平均化 
的定理 


我们用 I ( t ),( f ( t ) 表 7 K ⑴的具有初始条件 1(0), ( f (0) 的解， J ■⑷表 ? K (2) 的具有同 
样初始条件 J (0) = 1(0) 的解（图 225). 
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定理设1.当 I 在有界域 G 上变动时，函数 o ;,/ 和 g 有定义，而且在此域中 
这些函数连同其直到二阶的导数 有界： 

W^if->9\\c^(GxS f ) < c l ； 

2. 在区域 G 中有 

uj ( I ) > c > 0; 

3. 当 0 彡 t < 1/ e 时，点 J ( t ) 连同它的半径为 d 的邻域含于 G 内： 

J ( t ) eG - d . 

这时，对充分小的 £(0<£<£ 0 ), t 

|/( t ) — J ( t )\ < coe 对一切 f ，0 i 成立， 

这里 cq > 0 依赖于 ci , c , d , 但不依赖于 e . 

下面将要给出这个定理的一些应用（“绝热不变量”).我们提醒一下，此定理证 
明的基本思想（作变量变换以消去摄动）比定理本身更 重要； 在初等课程中遇到的 


“常数变易法”，其实就是它. 


D . 平均化定理的证明 

我们引人新变量 P 代替 


P = I + efe ( I , ip ) 


⑶ 


其中函数 fc 关于变量^周期为 27 T ， 要把它选得使 P 满足一个更简单的微分方程. 


由⑴和（3)， P ( t ) 的变化率是 


P 


- dk - dk • 

l + e Ti lJr£ ^ 


0( 切） + 


dk f . 


2 dk 


G(p 


⑷ 


设变换⑶是可逆的，于是有9的 27 T 周期函数/^使 


P + eh ( P , ip , e ). 


⑹ 


(4) 和 （5) 表明， P ( t ) 应满足方程组 


P 


_ 

9{ P ^) 

a 




⑹ 


余项 R 对 S 是二阶小量，即有 


\R\ < C 2 e 2 , C2(Ci ， C3 ， C4) > 0, 


⑺ 
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只要 

|| o ?|| c2 < Cl , ||/|| c 2 < C U WsWc 2 < Cl , ( l ^ llc 2 < c 3, ||/ l || c 2 < c 4- ⑻ 

现在我们试图选择变量变换 （3) 使 （6) 中含 e 的项为零.于是得到关于 fc 的 

方程 

dk 1 
d ^ = ―: 9 

一般说来，这个关于 fc 的方程在#的周期函数类中不可解.事实上左方对#的 
平均值恒为零,而右方的平均值可能不是零.所以我们不能选取 fc 以消掉 （6) 中整 
个含 e 的项.然而我们可以消掉 g 的全部“周期”部分， 

为此，只需令 ^ 

HP , < p ) = - T 9{ P , ⑼ 

Jo 

我们这样用⑼式定义函数 fc . 于是由定理的假设 （1) 和 （2) 知道 fc 适合估计 
式 llfcllc ^ < C 3, 这里 c 3 ( Cl , c ) >0. 为了证明不等式 （8), 我们还需估计 h . 为此我们 
必须先证明变换 （3) 是可逆的. 

固定一个正数 a . 

引理若 e 充分小，则映射⑶①在 G - a 上的限制 

J + 这里 || fc || c2(G) < c 3 

是一微分同胚， G - a 由其 a - 邻域含于 G 内之点组成.逆微分同胚⑸在区域 G ~2 a 
中满足估计式 ||/ i || c 2 < ^4, 这里 c 4 ( a , c 3 ) > 0. 

证 必要的估计可直接由隐函数定理而来.唯一的困难在于验证映射了 — 
在区域 G - a 中是一对一的.我们注意函数 fc 在 G - a 中满足利普希茨条件（带有某 
常数 L ( a , c 3 )). 考虑 G - a 中的两点 h 和 J 2 . 对充分小的 e (具体说 ， Le < 1)4( A ) 
和 efc ( J 2 ) 的距离小于 \ h - hl 故于是映射 （3) 在 G —a 
上是一对一的而引理证毕. □ 

由此引理可知，对充分小的⑻中所有估计均成立，从而⑺也成立. 

现在我们来比较 J 的微分方程组 

j = eg ( J ) (2) 

与 P 的微分方程组;后者由于 （9) 式可写成 

P = eg ( P ) + R . (60 

①对参数^的任意畜定值^ 
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lit ) 


J ( t ) 


因为二者右方之差之阶< e 2 (参照⑺),所以在时间^ 1/ e 中解 
之差 |P — 与 e 同阶（图 226). 另一方面 |/- P | = e | fc | < e ，所 
以当亡 < l / e 时，差 |J — 之阶证毕. □ 

为了得到精确的估计，我们引人量 


图226平均化定理 
之证明 


外）= p ⑷ 一 j ⑴ 


⑽ 


于是由 （60 和⑼得 


dg 


<9(P) - g{j)) + 況 =+ 允， 

这里 | H '| < cV + c 5£ |z|, 只要线段 （ P , J ) 位于 G - a 内，在这个假设下我们得到 


\ z \ < c ^ e \ z \ + c 2 £ 2 , (c6 = c 5 + ci), \ z ( Q )\ < c 3 e. 


( 11 ) 


引理若 |i：| < a|z| + 6, 且 |z(0)| < d, a ， 5 ， d ， 亡 > 0, 贝！ 1 \z(t)\ < (rf + bt)e at . 

证 \z(t)\ 不会大于方程 y = ay + b ， y[Q) = d 的解 y(t). 最后一方程，有 y 
Ce at ,Ce at = b，C = e~ a % C(0) ^d,C^(d+bt). 

由 （11) 以及线段 （ P ， J ) 在 G - a 内的这个假设（图 226) 有 


N ⑷ I < (c 3 e + c 2 e 2 t)e C6£t . 


由此可知，当 o / e 时， 


\ z ( t )\ < c 7 e, c 7 = (c 3 + c 2 )e Ce . 

我们看到, 若 a = d /3 而 e 充分小，整个线段 ( P ( t ) ? J ( t ))(0^ t ^ l / e ) 都位于 G-a 
内，所以 

⑷— J ( t )\ < c 3 e , 对所有0 < t < i 成立. 

£： 

另一方面， \ P ( t ) - /( t )| < \ ek \ < c 3 £. 所以对所有0 < 6彡 1/ e ， 


|J ⑷一 J(0l < Cge, Cg = C3 + c 3 > 0. 


定理证毕. 


E . 绝热不变量 

考虑单自由度的哈密顿系统，其哈密顿函数 H { p , q ， X ) 含有参数 A . 例如看一 


个摆 


p 2 q 2 

丑4+吟 
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我们以摆长丨或重力加速度9作为参数 A . 设参数随时间缓慢变化.结果是,在参数 
变率趋于零这个极限情况，有一个值得注意的渐近现象：两个通常为独立的量变成 
彼此的函数. 

例如假设摆长缓慢地变化（与其本征振动比较而言).这时振动振幅成为摆长的 
函数.如果我们非常慢地把摆长增加到两倍，再非常慢地使它还原，则在这个过程完 
结时,振动的振幅将和它开始时一样. 

此外还有,摆的能量丑与其频率0；之比在参数缓慢变化时几乎不变，尽管能量 
和频率本身都已变了很多.像这个比这种在参数缓慢变化下几乎不变的量，物理学 


家称为绝热不变量. 

很容易看到摆的能量与其频率之比的绝热不变性是一个物理 
学性质的论断,即是说，在没有进一步假设前是不成立的.事实上, 
若我们任意慢地改变摆长但是选定振动的相使摆长在这个相下渐 
增渐减，就能使摆振动（参数共振).有鉴于此，物理学家建议把绝 
热不变性的定义这样 陈述： 不让改变系统参数的人看见系统在什 
么状态之中（图 227). 给此定义以严格的数学含意是一件很细致 
而且一直未解决的问题.幸好用一个代替物也可以过得去.控制 





227摆长的绝热 


变化 


参数的人不能感知系统内部状态这一假设可代以另一个假设：参数的变化必须相当 


光滑，即二次连续可微. 

确切些说，令 H ( p , qi X ) 是固定的对各个变元为二次连续可微的 函数. 置 A = d 
并考虑所得的具有缓慢变化参数 X = et 的方程组 



dH 


Q 


dH 

W ， 


H = H(p ， q ， et). 



定义量 J ( p , g ， A ) 称为方程组 （*) 的绝热不变量.如果对每个 k > 0均有句 > 0 
使若 e < e 0 而0 < t < 1/ e ， 必有 


⑷, g ⑷,… - ⑼， g (0);0)| < k . 

很明显,首次积分都是绝热不变量. 


可以证明每个一维系统 （*) 都有一个绝热不变量.相应的常 P t A 固定 


系数问题的作用量变量就是一个绝热不变量. 

设以丑 ( p ， g , A ) 为哈密顿函数的方程组之相轨道是闭的.定义 
函数 I(p,q ， X) 如下.对于固定的 A , 相应于哈密顿函数 H(p y q;X) 
有一相图（图 228). 考虑过点 ( p , g ) 的闭的相轨道.它包围了相平 
面上的一个闭区域.记此区域的面积为 27 r /( p , g ; A ). 则在每个相轨 
道上（对固定的 A)J =常数.显然 J 正是作用量变量（参看节 50). 



图228 —维系统的 
绝热不变量 


定理 若方程组 （*) 的频率 a ；( J ， A ) 处处不为零，则 J ( p ， g ; A ) 是一个绝热不变量 • 




2 • 
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F . 作用最的绝热不变性的证明 

% 

对固定的 A , 可以用一个含的典则变换 ( p , q ) - 在⑷中引入作用 量-角 


变量 I 卻 •• 


I, <P：^P = u ； (/,A), 


0; X) 


dH 0 

~dT 


Ho = H 0 ( IA ) 


用 5(J,g;A) 记这个典则变换的（多值）生成 函数: 


dS dS 

现令 A = 故 因 为现在由变量到 /，< P 的变换是通过 与时间有关的 典则变 
换完成的，运动方程在新变量 J ， w 下也有哈密顿形式,但其哈密顿函数将是（参照节 
45A) 


T , Tr ds TT as 

K — Ho + ~ Hq+ €—. 

at aX 

问题证明 dS ( I , q ; X)/dX 是相平面上的单值函数. 

提示 S 只能确定到相差 2 ttJ 的倍数. 


这样我们得出运动方程 如下: 


u ;( J ’ A ) + e /( J , AA )，/ 




d 2 s 

Wax ' 

d 2 s 

d ( pd \ 


因为 a ； # 0, 可以应用平均化定理（节 52C). 平均化方程组成为 


印， 


但 


[ d / dp )( ds / dx ), m as / dx 在圆周 j =常数上是单值函数.所以, 


(27 r ) _1 J gd(f = 0,而在平均化方程组中 J 完全不变: J ( t ) = J (0). 

由平均化定理,对0 < M 1 /e 的一切 f ,|/ ⑷— I (0)\ < cs . 定理证毕. 
例对于谐振子（见图 217) 


H 


a 2 9 办 2 2 

一 V 1 H - v , 

2 y 2 H ' 

1 V2hV2h 

— 7T -:— 

Z 7 T a 0 


ab 


即，能量与频率之比是绝热不变量. 


问题将摆长缓慢地加倍 （！ = Ml + 1/ e ). 振动振幅 q ma x 怎样变化? 



解 /=^ 3 / V /2 dax ; 因此 

m 

m 

第二个例子是考虑质量为 1 的完全弹性刚体球在两堵完全弹性墙之间的运动, 
而墙的间距 Z 缓慢变化（图 229). 我们可把它看作是一个点在“无限深矩形势阱”上 
的运动，而相轨道是面积为 2 W 的矩形， r 是球的速度.这时球速^和墙的间 距/之 
积 W 是绝热不变量 ®. 因此若使墙靠近一半.球速应该加倍，把两墙分离更远,球速 
就会变慢. 

关于多频率系统的绝热不变量，可以参看 Arnold [17]. 



^max(^) ― <?max (0) 



图229在缓慢变化的墙之间的绝对弹性球的绝热不变量 


①这一点并不能由定理形式地得出，因为定理讲的是没有碰撞的光滑方程组.这个方程组中 U 
的绝热不变性的证明，是一个很有启发的初等问题. 





附录 1 黎曼曲率 


用一张纸可以卷成一个锥面或柱面，但若不折叠、拉伸或剪开就得不出一片球 
面.原因在于这些曲面的“内蕴几何”不同.球面的任何部分都不可能等距地映到平 
面上. 

区别这些黎曼度量的不变量是黎曼曲率.平面的黎曼曲率为零，而半径为丑的 
球面之曲率为 R - 2 . 若一个黎曼流形可以等距地映到另一个上，则对应点的黎曼曲 
率是相同的.例如，因为锥面和柱面局部等距于平面,故锥面或柱面任一点的黎曼曲 
率均为零.所以锥面或柱面没有任一部分可以等距地映到球面上. 

流形的黎曼曲率对其上测地线的性态有重要影响，即对相应动力系统的运动有 
重要影响.若一流形黎曼曲率为正（如球面或椭球面)，则在绝大多数情况,靠近的测 
地线在彼此附近振动，若曲率为负（如单叶双曲面)，测地线迅速地彼此分离. 

在这个附录里，我们要定义黎曼曲率，并扼要地讨论负曲率流形上测地线的性 
质.关于黎曼曲率进一步的讨论，可在 J . Milnor [ l ] 一书中找到，关于负曲率流形上的 
测地线的讨论，则可见 il . B . AHOCOBll ]”. 

A . 曲面上的平行移动 

黎曼曲率的定义是基于沿着黎曼流形上的曲线做矢量的平行移动. 

我们从已给的黎曼流形为二维的（即曲面）情况开始，并设已给曲线是测地线 2) . 


W 关于测地流的最近的工作，可以参看 D,Ornstein-B.Weiss[l] ， M,Ratner[l] ， B.Weiss[l]. - 日 

译者注 

2 )见 Carmo，Manfredo Perdigao do, Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-Hall, 
1976 . ——英译者注 
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. 切于一曲面的矢量沿其上一测地线的平行移 动定义 如下： 

矢量起点沿测地线运动而它与测地线所成的角及其长度不变. 

X 把在测地线起点切于曲面的所有矢量平行移动到其终点，即 

得一个映起点的切平面为终点的切平面的映射.这映射是线 
H 沿测地折线的 性的 、等 距的. 

平打移动 

现在定 义曲面上的矢量沿着由几个测地孤组成的折线的 
平行移动 （图 230). 为了把一个矢量沿折线平行移动，我们把它从第一个顶点先沿第 
一 条测地弧平行移动到第二个顶点，再沿第二条测地弧平行移动到下一个顶点，余 
类推. 

问题给定一矢量在三顶角均为直角的球面三角形的一个顶点处切于球面.将它绕此三角形 
平行移动回原来的顶点. 

答平行移动的结果将使在最初的顶点处切于球面的切平面旋转一个直角. 

最后， 矢量沿曲面上任一光滑曲线的平行移 动可以通过求极限来定义，即用测地 
弧所成的折线去逼近此曲线. 

问题沿在列宁格勒（北纬 A = 60 。） 指向北极的矢量向东沿 60° 纬线移动回到列宁格勒. 

答矢量向西偏转 27r(l-sinA) 即约 50°. 所以旋转角的大小正比于纬线所围的面积 ，嬅转 
方向和矢量原点绕北极的方向相同. 

提示只需将此矢量沿一锥面上同一圆平行移动即可,这锥由过纬线各点的子午线组成（图 
231). 这个锥面可以展开为一平面，这样曲面上的平行移动就成了平面上通常的平行移动. 





图231球面上的平行移动 


图232罗巴切夫斯基平面上的平行移动 


例考虑复平面 z = X + iy 的上半平面 y >0, 度量为 


2 + dy 2 

ds = ^2 • 

很容易算出，这个二维黎曼流形的测地线是垂直于 z 轴的圆弧与直线 
分式变换 . 


实系数线性 


az + b 


ad — bc> 0 


cz + d 

是此流形（称为 罗巴切夫斯基平面 1 上的等距变换. 


〕 此例可参照 Arnold, Avez[l], 附录 2 0. 


日译者注 
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问题将^ 《处指向正虚轴方向的矢量沿水平线（由/ = 0) 移动到点 

答移动 t 后，矢量由 y 轴方向向 x 轴方向转过 t 弧度. 


z = t-hi( 


232). 


B . 曲率形式 

现在我们要在二维黎曼流形（即曲面）每点上定义黎曼曲率.为此，在我们所考 
虑的点的一个邻域中规定一个定向,并且考虑矢量在曲面的一个小区域 D 的边缘上 
的平行移动.很容易算出，移动的结果是旋转一个小角.记此角为以角的符号由 
曲面上的定向确定). 

若将 D 分为 D u D 2 两部分，沿 D 边缘平行移动的结果可以先沿一部分移动再 
沿另一部分移动来得出.所以 


p(D) = ipiDi) + ip(D 2 ), 

即角为区域的可加函数.若改变沿边移动的方向，角 ^ p ( D ) 将会变号. 因此自 然会把 
< p { D ) 表示成一个适当的2-形式在 D 上的积分.这个2-形式确实存在并称 为曲率 

形式， 记作仏因此我们由关系 


<P(D) - / 0 ( 1 ) 

JD 

来定义曲率形式 a D 在 TM X 中的一对切矢量上的值可以如下规定.把 M 在 
x 处的切空间的原点 O 的一个邻域与 M 在 x 附近的一个邻域等同起来（例如通过 
某个局部坐标).于是在 M 上至少对充分小的 e 可以作矢量 e ^ e V 所张的平行四边 

形 n e . 

现在定义曲率形式在这些矢量上的值为 

^(^,7?) = (2) 

换言之，曲率形式在一对切矢量上的值等于沿这些矢量所定的无穷小平行四边形平 
行移动时的旋转角. 

问题求平面、半径为尺的球面与罗巴切夫斯基平面的曲率形式. 

答 ^ = = R_ 2 dSSl = ~ dS , 2-形式必是相应的有向曲面上的面积单元. 

问题证明 （2) 式确实定义了一个 2-^ 分形式而与作它时的特定选择无关，并证矢量沿有 
限有向区域 D 之边缘平行移动时的旋转角可以通过它由 （1) 式给出. 

问题证明三维欧氏空间的任一凸曲面上曲率形式的积分等于 4 tt . 

C . 曲面的黎曼曲率 

我们注意到二维有向黎曼流形上任一个分形式都可以写成 P dS，dS 是有向 
面积单元， p 是由度量和定向所唯一决定的数量函数. 

特别是，曲率形式可写成 


f2 = KdS. 
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M 4 M 是 M 上的光滑函数, dS 是面积单元. 

函数尺在 z 之值称为 曲面在 a ; 处的黎曼曲率. 

问题计算欧氏平面、半径为丑的球面和罗巴切夫斯基平面的黎曼曲率. 

答 K = Q,K = R~ 2 ,K = - 1 . 

问题证明黎曼曲率与流形的定向无关而只与度量有关. 

提示在定向改变时 Q 与 dS 均变号. 

问题证明对于通常三维欧氏空间中的曲面，黎曼曲率在各点都等于主曲率半径之逆的积 
(若两个曲率中心在曲面异侧,还要带一负号). 

要注意，流形在一点的曲率的符号并不依赖于流形的定向，甚至不用定向也能 
定出符号. 

具体说来，在正曲率流形上，沿着小区域边对一矢量做平行移动时矢量 以相同 
方向绕其原点旋转; 在负 曲率流形上旋转方向 相反. 

我们还要注意，曲率在一点的值只由该点邻域中的度量决定，因此在等距变形 
下不变，等距曲面的对应点上曲率相同.所以黎曼曲率也叫做内蕴曲率. 

用度量在某坐标系下的分量来计算曲率的公式用到了度量的二阶导数，所以是 
很复 杂的： 参见下面 G 中的问题. 


D . 高维平行移动 

在维数大于2的黎曼流形上平行移动的作法比二维情况下上述的作法稍微复杂 
些.理 由是： 在高维数时被移动的矢量的方向不能只由它与测地线交角不变这个条 
件决定.事实上,矢量可以绕测地线旋转而与测地线的交角不变. 

在做沿测地线平行移动时必须做的改进是选一个二维平面使之包含测地线的切 
线和被移动的矢量.选取的方法（可惜十分复杂）如下. 

在测地线起点所需的平面即被移动的矢量和测地线方向矢量所张的平面.我们 
看由此点发出的沿此平面上一切方向的测地线.这些测地线之集合（在起点附近）形 
成一个光滑曲面而我们打算沿着它移动矢量的那个测地线也含在其内（图 233). 



图233空间的平行移动 


考虑测地线上离起点一个小距离 △ 处的新点.上面 
作的曲面在新点的切平面包含了测地线在新点的方向.我 
们用新点为起点.并用其切平面作一个新的曲面（由过新 
点的测地线丛组成).这曲面包含原测地线.沿原测地线再 
移动 A 并从头再重复以上作法. 

经过有限步即可到达原测地线上的任意点.结果在原 


测地线的每一点上都得到了一个包含原测地线方向的切平面.这个平面依赖于以上 


作法中的步长 △.当 A — 0时所得切平面族收敛于一个确定的极限（可以算出)•其 
结果是得到沿原测地线且包含该测地线方向的二维切平面场，它是由流形的度量内 
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蕴地确定的. 

现在，我们的矢量沿测地线的平行移动可以与二维情况一样来定 义了： 矢量平 
移时必须停留在这些平面内，它的长度及与测地线的交角都不变.沿任意曲线平行移 
动和二维情况一样是用测地弧折线的逼近来作的. 

问题证明矢量从黎曼流形上一点沿固定路径平行移动到另一点是一个从_一点的切空间 
到第二点的切空间的线性等距算子. 


问题沿度量为 

ds 2 _ dxl + dx\ 4 - dy 2 

一 y 2 

的罗巴切夫斯基空间的以下曲线移动任意 矢量： 

x 1 —- i ; X2 ~~ y -― 1 (0 < t < 7~). 

答； n 轴和 y 轴方向的矢量在这两轴所张平面上旋转角 rQky 轴方向转向; n 轴方向); ❿ 
方向的矢量在欧氏度量意义下平行于自身来移动. 

E . 曲率张董 

和二维情况一样，考虑沿黎曼流形上起点终点重合的小的闭合路径上的平行 
移动. 

沿此路径平行移动将把矢量送回原来的切空间.这样得到的切空间到自身的映 
射是一个小的旋转（即接近于恒等变换的正交变换). 

在二维情况下我们用一个数——旋转角^来刻画这个旋转.在高维情况下，将有一个斜对 
称算子取代 P 具体说来，任意接近于恒等算子的正交算子可唯一地写成 


A = = + ^ + 



屯 是一个小的斜 Xt 称算子. 

问题若 A 是旋转一个小角^的平面旋转，计算屯 


答 



( cos ip sin v? 
— sin v? cos (f 


伞 = 



和二维情况不同，函数伞一般并不可加（因为 n > 2的 n 维空间正交群不可换)，然而，可以 
用$作一个曲率形式以描写“由于绕无穷小平行四边形做平行移动而得的无穷小旋转”，其方法 


与二维情况一样，即用⑺式. 

这样，令 《A e TM X 是黎曼流形 M 在2：点的切矢量.在 M 上作小的曲边平行 
四边形 n e (n £ 之边是矢量 €^£7] 由令 TM X 在原点附近与 M 在 x 附近的坐标等同 
而得).我们将注意沿平行四边形 n e 的边所作的平行移动（从€开始环绕). 

移动的结果得到 TM X 上接近于恒等变换的正交变换.它与恒等变换相差 e 2 阶 
的量并可写为 


A e (^ y T}) = E + e 2 £l + o(e 2 ) 
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n 是依赖于$ 的余4对称算子.因此可以定义； r 处切空间内一对矢量 f 7；的函数 fi ， 
它在 TM X 上的斜对称算子空间中取值，其定义为 

、 i - A e (^, Tj ) — E 

= hm -^- - 

问题 证明 Q 是一个2省分形式（值为 TM X 上的斜对称算子）而且与我们用以等同 TM X 
与 M 的坐标之选取无关. 

形式 D 称为黎曼流形 的曲率 张量.我们可以说，曲率张量描述了由于沿无穷小 
平行四边形作平行移动而得到的切空间内的无穷小旋转. 

F . 沿二维方向的曲率（截面曲率） 

考虑一个黎曼流形在某点的切空间的一个二维子空间取由此点沿1之各方 
向发出的测地线.这些测地线在该点附近构成一个光滑曲面.所作的曲面在黎曼流 
形内，并有诱导的黎曼度量. 

所谓黎曼流形 M 在: r 点之切空间内的二维平面 L 方向的曲率 (或 截面曲率） 即 
指上述曲面在 z 之黎曼曲率. 

问题 求半径为的三维球面与罗巴切夫斯基空间在一切可能的二维方向的曲率. 

答 ir 2 ，- i . 

一 般说来黎曼流形在不同的二维方向上曲率不同.下面的 （3) 式表明了这种对 
方向的依赖性. 

定理 黎曼流形在一对长为1的正交矢量所决定的二维方向的曲率可以通 
过公式 

K = 〈 Q ( C ， T/)d (3) 

由曲率张量 Q 决定. 〈， 丨表示 黎曼度量下的内积. 


证明在于比较曲率张量以及在一二维方向上的曲率的定义.我们不打算严格地 
去讲它，可以把公式 （3) 看作曲率 K 的定义. 

G . 协变微分 

与沿黎曼流形上曲线的平行移动相联系，有一种特别的微分法——所谓协变微 
分或黎曼联络，我们用以下方式来定义这种微分. 

令$为在 o : 点切于黎曼流形 M 的矢量,1；是给在 Mix 附近的矢量场.场 
在€方向的协变导数是用任一过 o : 而速度为纟的曲线来定义的.在沿此曲线运动一 
小段时间 t 后，我们到达新点以沐在此点取场 t 的矢量并沿此曲线将它平行移动 
回到原处.我们在 M 上: c 点的切空间中得到依赖于 t 的矢量.当 t = 0时这矢量就 
是 v ( x ), 而对其他的 f 它按照矢量场沿此曲线在 C 方向不平行的程度而改变. 
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考虑所得矢量对于 i 在 （ = 0处的导数.这个导数是切空间 TM X 中的一个矢 
量.它称为场 r 沿 € 的协变导数 并记作 v ^. 很容易看到矢量不依赖定义中所 
指出的曲线而只依赖于€和 R 

问题1证明协变微分有以下 性质： 

1. Vft ; 对€与 V 是双线性的. 

2. = + /▽&，/是光滑函数, LJ 是 f 在 TM X 中的$方向的导数. 

3. L ^{ v , w ) = ( V ^ v , ty ( x )} H - ( v ( a :), V $ iy ). 

4. V v ( x )^ — ^ w ( x )'^ = \^1 (*^) (这里 ^[ w , v ] = Lyj — LujL / V ^. 

问题 2 证明曲率张量可用协变微分表示 如下： 

^( fo ,^ o)Co = -▽€▽”< + ▽”▽《< + ▽[”,€]<， 

是矢量场，上式取它们在该点之值 ^ voXo - 
问题3证明曲率张量满足以下恒等式 

+ 叫仏 0 <e + 叫<，0^7二0, { Q (^ V ) a ^} = { n ( a ,^^}. 

问题4设黎曼度量在局部坐标 ，:^ 中可用一个对称矩阵 ( gij ) 表示为 

ds — Qij dx idoc j . 

用 ei ，…，〜 表坐标矢量场（故在 ei 方向求导即汰 = d / dxi ). 于是协变导数可用问题1中的公 
式及下式来 计算： 


V ei e 5 - = y^T^efc, Tij = ^2 ^{digji + djgu - digij)g lk . 

k k 

M ") 是 (9 ki ) 的逆矩阵. 

用问题 2 中以联络来表示曲率张量的式子,也可得出曲率的显式公式.数 Ri jk i = ( n ( ei , ej ) 
e k . ei ) 称为曲率张量的分量. 

H . 雅可比方程 

流形的黎曼曲率与其测地线的性状密切相关.特别是，考虑过某点在某方向上的 
测地线,并稍微变更初始条件，即初始点与初始方向.新的初始条件决定一条新的测 
地线.最初，新测地线与原来的极少区别.为了研究它们的分离，在原测地线的附近， 
将测地线微分方程线性化是有用的.所得的二阶线性微分方程（测地线方程的“变 
分方程”）称为 雅可比 方程; 把它用协变微分和曲率张量表示出来是方便的. 

用^⑷记以（固定大小的）速度 ⑷ e TM x { t ) 沿流形 M 之测地线运动的点. 
如果初始条件光滑地依赖于一个参数《，则测地线也光滑地依赖于此参数.考虑相 
应于 a 的一个值的运动.记此点在时刻 t 在相应测地线上的位置为 x ( t , a ) € M . 我 
们设最初的测地线相应于参数 a = 0,于是 x ( t ,0)= x ( t ). 
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测地线变分矢量场 即函数对《之导数在 a = 0 的值; 于是此场在点: r ⑴ 
之值等于 

x { t , a ) = i { t ) G TM x{t y 

da cc=0 

为了写出变分方程，我们定义给定在测地线:上的矢量场 C ⑷对 〖 的协变导 
数 .为此我们取矢量 你 + / I ),将它 从点雄+ /0沿测地线平行移动到 x ( t ), 将所得的 
在切空间 TM x{t) 中的矢量对 h 在 h = Q 处微分.结果仍是 TM x{t) 中的一个矢量, 
称为场 C ⑴对*的协变导数,记作 D (/ Dt . 

定理 测地线变分矢量场满足二阶线性微分方轾 


D 2 ^ 


= 一 Q (汐，0以， 



n 是曲率张量1 = I ⑷是沿原测地线运动的速度矢量. 

反之，方程 （4) 的每个解都是原测地线的一个变分场. 

方程 （4) 称为雅可比方程. 

问题证明以上定理. 

问题令 Af 为一曲面， y (0 是矢量在正交于一已给测地线的方向上之分量,并令矢量 
v ( t ) 之长为 1. 证明 y 满足微分方程 

y = ~ Ky , (5) 

K = K { t ) 是在点处的黎曼曲率. 

问题利用方程 （5), 比较球面（尺= +/ T 2 ) 和罗巴切夫斯基平面 （K = -1) 上接近已知 
测地线的测地线之性态. 


I . 雅可比方程的研究 

在讨论变分方程时，不管平凡的变分即时间原点和运动初速的大小之变化是有 
用的.为此我们把变分矢量 S 分解为平行与垂直于速度矢量 r 的分量.这时（因算 
子 0 ( 1 ；, 0是斜对称的，从而 Q ( v , v ) = 0) 对法向分量又得雅可比方程，而对平行分 


量则得方程 



现在我们要注意，法向分量的雅可比方程可以写成“牛顿方程”的 形状: 


d 2 ^ 

~D^ 


= —grad U . 


[/是 《的二次型，它可用曲率张量来表示而且正比于 (^ v ) 平面方向的曲率 


^(0 =美〈吻，0^〉= 
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于是测地线的具有速度1的变分矢量的法向分量的性态可用（非自治的）线性 
振子的方程来描述，其位能是速度矢量和变分矢量所决定的平面方向的截面曲率与 
变分的法向分量之长度的平方之乘积的 1/2. 

特别是我们要考虑在一切包含测地线速度矢量的二维方向上之截面曲率为负的 
情况（图 234). 这时与已知测地线靠近的测地线在法向方向上散开的情况可以用具 
有负定（而且依赖于时间的）位能的振子方程来描绘.所以互相接近的测地线的散开 
之法向分量的性态和一个位于山顶附近的球从山顶离开的情况是相像的.球在山顶 
的平衡位置是不稳定的.这意味着在 给定测地线附近的测地线指数地与它 离开. 



图234曲率为正或负的流形上的靠近的测地线 


若我们得到的牛顿方程之位能与时间无关,上述结论是严格的.我们再设在不同的包含^的 
方向上的截面曲率都在以下区 间中： 

— ^ ^ — ft 〗， 其中 0 < 6 < ( 2 . 


关于垂直方向的散度的雅可比方程的解将是指数为土沁的指数曲线之线性组合,这里正数沁在 
a 与&之间.所以雅可比方程的每一个解不论在 t — + oo 或 t — - oo 都增长得至少和 e b ⑷一 
样快; 绝大多数解甚至增长得更快而如 eWI —样. 

在负定位能下的平衡位置的不稳定性即在非自治情况下也是直观上明显的.可 
以与相应的自治系统相比较来证明它.比较的结果会使我们相信 ，在沿负曲率流形的 
测地线运动时，垂直方向的偏离的雅可比方程的一切解都增长得至少和已走路程的 
指数函数一样快，其指数等于某二维方向的截面曲率绝对值的平方根，而这个曲率 
应是绝对值最小的. 

事实上，绝大多数解增长得甚至更快，但现在我们不能断言绝大多数解的增长 
指数是由负曲率绝对值最大的二维方向决定的. 

概括起来可以说，负曲率流形上测地线性态的特征是指数不稳定性.为了估计 
这个不稳定性的数值，定义 特征路径长度 S 是有用的，这就是使初始条件的小误差 
增长 e 倍的平均路程. 

准确些说，可以定义特征路径长度 s 为指数 A 的倒数,此指数刻画了雅可比方 
程的增长性，它表示以速度1前进时，雅可比方程之解与某一测地线的垂直偏 离度: 



max max In \ S ( t )\ 

\t\<T |^( 0 )| = 1 


A 
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一般说来指数 A 和路程 S 都依赖于原有的测地线. 

若我们的流形在一切二维方向上的截面曲率都被数_6 2 从零分隔开，则特征路 
径长度不超过 

因此若流形之曲率为负且绝对值越大，则特征路径长度（它使测地线的误差由 
于不稳定性而加大 e 倍）越小.由误差增长的指数性质，负曲率流形上测地线的动向 
是实际上无法预测的. 

例如设曲率为负而且小于 -4 m - 2 ( m 是单位米).特征路径长度小于或等于半米， 
即沿 5 m 长的测地线，误差增大 e 1Q ~ 10 4 倍.因此初始条件的 ^mm 的误差在测 
地线的末端表现为 lm 的差. 

J . 负曲率紧流形上的测地流 

令 M 为一紧黎曼流形,其曲率在每点每个二维方向上均为负（这种流形确实存 
在).考虑质量为1的质点在 M 上的惯性运动，而没有任何外力.这个力学系的拉格 
朗日函数等于动能，它就是总能量而且是运动方程的一个首次积分. 

若 M 之维数为 n ， 则每个等能流形之维数为 2 n - 1. 这流形是 M 的切丛的子 
流形.例如固定能量之值为 1/2( 对应于初速 1). 这时点的速度矢量之长恒为1，而等 
能流形成为一个纤维丛 


TiM C TM . 


纤维是切空间中的单位球面. 

于是流形 T , M 上的一点可以表为 M 上一点处的长为1的矢量.由莫泊丢-雅 
可比原理，我们可以这样来描述具有固定初始条件的质点的 运动： 质点以速度1沿 
所述的矢量所决定的测地线运动. 

由能量守恒定律，流形 7\ M 是我们的力学系的相空间中的不变流形.因此我们 
的相流在 (2 n - l ) 维流形 T X M 上决定一个微分同胚的单参数群.这个群称为 M 上 
的测 地流. 测地流可以这样来 描述： 它在时刻《的变换把 o ： 处的单位矢量 纟 € T X M 
变为另一点处的单位矢量，这一点在过: r 点方向为《的测地线上而距 z 距离为〖.我 
们注意，在 T X M 上有一个自然定义的体积单元而测地流保持它不变（刘维尔定理). 

到现在为止我们没有用到 M 的曲率为负.但若要研究测地流的轨道,就发现 M 
的负曲率对这些轨道的性态有强烈的影响（这与 M 上的测地线的指数不稳定性有 
关)‘ 


以下是负曲率流形上的测地流的一些性质（详见几 B . Ahocob [1]). 

1. 几乎所有相轨道都在等能流形上稠密（例外的非稠密轨道成一个零测度集). 

2. 均勻 分布： 几乎每一轨道在相空间 T X M 之任一区域中停留的时间正比于该 
区域的体积. 
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3. 相流 〆 有混合 性质： 若 A , S 是两个区域，则 


lim mes[(g t A) D B] = mesB 

t—►oo 

( mes 表示体积,但已归一化，即全空间具有测度 1). 

由相空间中的轨道的这些性质可得测地线在流形本身上的类似性质.物理学家 
把这些性质称为“随机 性”： 对很大的《，轨道的渐近性态使得该点看起来像是随机 
的.例如混合性质意味着点在离开 A 之后，经过很长时间 t 又在 B 中出现的概率与 
B 之体积成正比. 

因此，负曲率流形上测地线的指数不稳定性导致相应测地流的随机性. 

K . 指数不稳定性的其他应用 

负曲率流形上测地线的指数不稳定性由许多作者研究过，从哈达玛 ( Hadamard ) 
开始（常曲率情况甚至可推到罗巴切夫斯基)，特别是霍普夫 （ E . Hopf ) 研究过. 20世 
纪60年代在这个领域中有一个意外发现，非常奇怪，指数不稳定系统对于系统本身 
的摄动是稳定的. 

例如，考虑在一个负曲率紧曲面上给出测地流的矢量场.我们在上面即已指出, 
这个流的相曲线安排得十分 复杂： 几乎每一条都在三维等能流形上稠密.这流有无 
穷多个闭轨道，而闭轨上的点之集合也在三维等能流形上稠密. 

现在我们考虑一个接近它的矢量场.我们会发现，尽管相曲线的形象很复杂，这 
个具有稠密相曲线和无穷多闭轨道的总的形象，在过渡到接近的矢量场时，几乎完 
全不变.事实上，存在一个接近于恒等变换的同胚将未摄动流的相曲线变为摄动流 
的相曲线. 

于是上述复杂的相流也和平面上的极限环或稳定焦点一样，具有“结构稳定 
性我们要注意.不论是平面上的中心点或是环面上的螺旋线都没有这种结构 
稳 定性： 在这些情况下，矢量场的任意小变化都会引起相图拓扑类型的变化. 

存在着这种具有复杂运动的结构稳定系统或称“粗系”，其中每一个运动都是指 
数不稳定的，这是近年来常微分方程理论方面的基本发现之一（负曲率流形上测地 
流是结构稳定的，这一猜想是斯美尔 （ S . Smale )1961 年提出的 2) ,阿诺索夫（几 B . 
Ahocob ) 1967年给出了证明；这些流的随机性的基本结果，也是在20世纪60年代， 
由西奈 （ H . r . CMHafi ) 和阿诺索夫得到 的). 

在这些工作以前,大多数数学家都认为，对于“一般形式”的常微分方程组，只 
会有最简单的稳定的极限 情况： 平衡位置和极限环.如果一个方程组比较复杂（例如 
是保守系)，就认为方程的微小变化（例如加上小的非保守摄动)，复杂的运动会“渗 
入” 到简单的运动之间.现在我们知道，情况并不如此，在矢量场的函数空间中有整 
个的区域都是由相曲线性态很复杂 的场组成. 

1 ) A . Andronov - L.Pontryagin [ 1 ] 的用语是“粗系”.-日译者注 

2 ) 详见 S . Smale ,[ l ]. ——日译者注 
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由此得到的结论涉及到范围很广的现象，其中，对确定论的对象发现了 “随机 


性态. 


具体说来，我们要这样 想：某 （非保守）方程组的相空间中有一个吸引的不变流 
形（或集合）其中的相曲线有指数不稳定性.现在我们知道，这个性质并非例 外的: 
在方程组的微小变化之下这个性质一定能保持.观察这种方程组的运动的实验者看 
到的是什么呢？ 

相曲线接近于吸引集合被解释为建立了某种极限情况.相点在吸引集附近继续 
运动将会涉及极限性态的“相”的混沌的、无法预测的变化，这就可能被看作是“随 
机性”和“揣流”. 

不幸的是，至今还没有从这个观点出发来对具有湍流性质的物理实例进行过令 
人信服的分析 1〕 . 一个初步的例子是由所谓纳维埃-斯托克斯方程所描述的粘性流体 
的流体力学不稳定性 2) . 

这个问题的相空间是无穷维的（即在液体流场中散度为0的矢量场函数空间), 
但问题的无穷维性质显然不是严重的阻碍，因为粘性当谐波频率越高时会越快地消 
掉髙频成分（小旋涡).结果,无穷维空间的相曲线似乎会趋向某个有限维流形(或集 
合)，而极限状况似乎也在其中. 

当粘性很大时，在相空间中有稳定的吸引平衡位置（“稳定定常流”）出现.当粘 
性减少时，则失去稳定性：例如可能在相空间中出现稳定的极限环（“周期流或者 
一种新类型的稳定平衡位置（“二级定常流”)若粘性进一步减小，会出现越来越多 
的谐波，而极限状态可能维数更高. 

对小的粘性,趋向具有指数不稳定轨道的极限情况似乎是很可能的.不幸，由于 
现存计算机容量有限，相应的计算还没有算出来.但是不需任何计算就能作出下面 
的一般 结论： 即使解是存在和唯一的，揣流现象也可能 出现； 只要有指数不稳定性就 
够了，而这在具有有限多自由度的决定论系统中也会遇到. 

作为指数不稳性的应用的又一个例子，我们提一下这样一件事：西奈宣布他已 
得到了关于刚性球系统的玻尔兹曼“遍历假设”的证明.这个假设说,箱子（箱壁是 
弹性的）内完全相同的绝对弹性球的运动的相流在连通的等能集上是遍历的（遍历 
性意思是，几乎每一条相曲线在等能集的每一块内都停留一段时间，其长短与这小 
块的测度成正比). 

玻尔兹曼假设允许我们用空间平均代替时间平均.而在很长时间里这假设被认 
为对于论证统计力学是必不可少的.事实上,玻尔兹曼假设（这是一个时间趋向无穷 
的极限问题）对于过渡到统计极限（小块的数目趋向无穷）并不是必不可少的.然而 


◎在 Arnold [17] 中讨论了分枝理论和摄动理论. 


但请注意近来出现的奇异吸引子理论.例如可参看 Sparrow [ l ], [2]. ——中译者注 
2 )有关这个方程的近来的工作可参看 J . E . Marsden [1] 及其所引文献.——日译者注 
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玻尔兹曼假设启发出了关于动力系统的随机性质的全部分析（所谓遍历理论)，它的 
证明是这个理论成熟的尺度. 

玻尔兹曼问题中轨道的指数不稳定性是球彼此碰撞引起的，而可以解释如下. 

为简单计,我们考虑平面上只有两个粒子的系统，并且用平面环面 {( x , y ) modl } 
代表箱壁会反射的正方形箱子.这时我们可以认为一个粒子是恒定的（利用动量守 
恒)； 另一个粒子看作一个点. 

这样我们得到了具有以下模型的 问题： 一个点在环面弹子球台上 
运动，而台中央有一个圆形墙,使此点按“入射角等于反射角”的规则 
反射（图 235). 

为了研究这个系统，我们看一个类似的弹子球台，但其外边由一 
个平面凸曲线包围（例如点在椭圆内的运动).这样一个弹子球台上的 
运动可以看成椭球面上的测地流的极限情况.即将椭球的最小主轴缩 
小到0求极限.其结果是椭球面上的测地线变成椭圆内的弹子球轨道. 

由此我们发现，把椭圆看成是双侧的是合理的，而每一次反射都使测 
地线从椭圆一侧到另一侧. 

现在我们回到环面形弹子球台.这上面的运动可以看成一个光滑曲面上的测地 
流的极限情况.这个曲面可以这样得到，把带一个洞的环面看成一个双侧曲面，使它 
有一些厚度并且把尖的边缘稍稍磨光.结果得到一个曲面其拓扑结构和一个有两个 
柄的球面相同. 

把椭圆吹胀成一个椭球，我们得到一个正曲率 曲面; 把有洞的环面吹胀，我们得 
到一个负曲率曲面（两种情况下曲率都集中在边缘 附近， 但吹胀时可以使曲率不变 
号). 

因此在环面形弹子球台上的运动可以看成是沿负曲率曲面上的测地线运动的极 
限情况. 

现在，为了证明玻尔兹曼假设（在所考虑的简单情况卞)，只需证明关于负曲率 
曲面上的测地流的随机性质的分析在上述极限情况下仍成立即可. 

证明的更详细的叙述变得很复杂 （ il . r. CMHafitl ] 1 )). 



图235环面 
形弹子球台， 
并有圆墙散 
射 


久保 W 中对 Cunaa —文不完全之处作了补充，并用日语作了解释.久保 [2] 则讨论了一类具 
有较广泛的位能的同样问题.——日译者注 
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刚体的欧拉运动可以描述为在具有左不变黎曼度量的三维欧氏空间之旋转群上 
沿测地线的运动.欧拉理论的相当一部分只是依赖于这种不变性，因此可以推广到 
其他群上. 

这种推广欧拉理论的例子有高维空间中的刚体之运动，还有特别有趣的是理想 
(即不可压缩且无粘性）流体的流体动力学.后一情况下有关的群是保持流场区域的 
体积不变的微分同胚群.最小作用原理在这个例子中指出，流体的运动可用动能所 
给的度量的测地线来描述.(如果我们愿意，也可用这个原理作为理想流体的数学定 
义容易验证，这个度量是（右）不变的. 

当然，把就有限维李群得到的结果推广到无限维需要小心.例如在三维流体动 
力学中运动方程解的存在与唯一性定理迄未证明.然而把有限维李群的测地线的性 
质形式地推广到无限维，看看能得出什么结论也是有意思的.这些结论具有先验命 
题（恒等式、不等式等）的性质，一切合理的解都应该满足它们.有些时候，形式结论 
可以直接地严格论证而不必诉诸无限维分析. 


例如，刚体的运动的欧拉方程在流体动力学中的类比即理想流体运动的欧拉 
方程.欧拉关于绕惯量椭球大、小轴旋转的稳定性定理相应于流体动力学中瑞利 
( Rayleigh ) 关于速度剖面没有扭转点的流的稳定性定理稍微推广一点. 

也很容易从欧拉公式得出具有单侧不变度量的群之黎曼曲率的显式.把这应用 
到流体动力学中就能找到保持体积单元的微分同胚群的曲率.有意思的是注意到，在 
充分好的二维方向上曲率是有限的，而且在许多情况下是负的.负曲率意味着测地 




附录 2 李群上左不变度量的测地线与理想流体的流体动力学 


• 251 . 


线的指数不稳定性（参看附录 1). 在我们考虑的情况下,测地线是理想流体的运动， 
所以计算微分同胚群的曲率就能给我们一些理想流体流动不稳定性的知识.事实上， 
曲率决定了特征路径长度，即使初始条件的差放大 e 倍的路径长度.负曲率导致流 
动在实际上的不确定性：在比特征路径长度长几倍的路径上，初始条件的偏差会增 
大几百倍. 

在这个附录里,我们打算简要地把有关具有单侧（左或右）不变度量的群上测地 
线的计算起一个头.在下面文献中可以找到证明和 细节： B . Aphojiba , [5], [6], [9], 

[21]; Dikii , [1]; Ebin and Marsden , [1]; Ladyzhenskaya , [1]; Mishchenko , [1]; Obukhov , 
[1]; Faddeev , [1], Arnold , V . I .， Kbesin , B . A . [1]. 

A . 记号： 伴随和余伴随表示 


令 G 为一实李群， s 为其李代数，即在群的恒等元处的切空间并具有交换子括 
弧运算 [ ， ]. 

李群以左右平移作用在其自身上： G 的每个元 g 都定义了群到其自身的微分同 
胚： 


Lg i G ~► Lgh = Rg i G ~^ 


它在每个 heG 的切空间上的诱导映射记作 


G 、 Rgh = hg. 


Lg* : TGh TGgh) Rg* t TGh — TGhg ， 

微分同胚 R g — L 9 是群的内自同构.它保持群恒等元不变.它在恒等元处的导数 
是李代数（即群在恒等元处的切空间）到自身的线性映射,记作 

- 0 —^ 0 ， = (-Ry— 1 Lg^^ e 

称为群的伴随表示.容易验证是代数同态，即 

= \ Ad g^ Ad gl] 5 

也很清楚 Adgh — AdgAdh - 

可以把 W 看作由群到代数上的线性算子空间的 映射： 

Ad(g) = Ad g . 

映射是可微的.考虑它在群的恒等元处的导数.这个导数是由代数 g 到 s 上之 
线性算子空间的线性映射.记它为而它在代数之元《上的像记作于是 
是代数空间的自同态,我们还有 

ad = Ad* e : g — ^ Endg, ad^ = — Ad e t^ , 
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是具有切矢量《的单参数群.由上述公式容易得出 ad 仅用代数中的元的表达式 

吨 V = K ，”]- 

我们现在考虑李代数0的对偶空间 0*. 它是李代数上的实线性泛函之空间.换 
言之， 0* 是群在恒等元处的余切空间 0* = T * G e . 群在点 g 的余切空间的元€在同 
一 点上之切空间上的元77上之值将用圆括号 表示： 

$eT*G g , r] e TG g . 

左右平移在余切空间上诱导出和丑的对偶算子.我们记 之为： 对任意 
ZieG 有： 

L ；： T^G gh - T*G h , R ； : T^G hg ^ T^G h 
这些算子是由以下的恒等式来定 义的： 

(i ， L g .n) 八 R» {^R g 4 

算子的对偶把 G 在恒等元处的余切空间映到其自身.我们记之为 

乂< W ， 

而且用下面的恒等式来定义它： 

( Ad * g ^, r ]) = (^AdgT]). 

当5遍取李群 G 中的元时,算子成为群的一个表示，即适合关系式 

Ad； h = AdlAd；. 

这个表示称为群的余伴随表示而在所有涉及群的（左）不变度量的问题中起重要的 
作用. 

考虑算子>1%对 p 在恒等元处的导数.这个导数是一个线性映射，而由代数映 
到此代数之对偶空间的线性算子空间上.用记这个线性映射，它在代数的元素 
€上的像用来表示.于是是这个代数的对偶空间上的线性算子 

ad \ : g * ^ g *. 

容易看到是的伴随 算子： 

( a 今??，0三（"’ 对一切?? € 0 *， C 6 0. 

有时，用花括弧来记 acT 的作用是方 便的： 

a^r/ = ^ € 0, 7] e g*. 
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于是花括弧是 0 X 扩到的双线性函数，而与代数中的交换子之间有恒等式 


({ C ， 礼 C ) = (%[《，（])• 

我们现在考虑群在代数的对偶空间中的余伴随表示的轨道.在轨道的每点上都 
有一个自然的辛构造（称为基里洛夫 （ A . A . Khp^jiob) 形式，因为首先是他用这个 
形式来研究幂零李群的表示).于是，余伴随表示的轨道总是偶数维的.还要注意，考 
查不同李群的一切可能的轨道会得到许多辛流形的例子. 

余伴随表示的轨道上的辛构造由以下作法来定义.令 o : 为代数的对偶空间之一 
点 . $为在此点切于轨道的矢量.因为 f 是一矢量空间，可以把《(它其实属于 0* 在 
x 处之切空间）认为是在 f 中的矢量. 

矢量纟可以用多种方式表为点 x 在具有速度矢量 a e 0 的单参数群的余伴 
随作用下的运动的速度矢量.换言之，每个切于: r 在群的余伴随表示下的轨道之矢 
量€都可以用代数中的适当矢量《表示 如下： 

^ = {a,x}, a € g ， x € g*. 

现在就可以定义辛2-形式 D 在一对切于 o : 之矢量匕，《 2 上之值了.具体说来, 
用以上公式将6,^2用代数的元 a 1; a 2 表示，然后即得数量 

呢 i ， &) =( 工， [ai ， a 2 ])，x G ai S 0. 

容易验证 （1) 双线性形式 0 是适当定义的，即其值与^的选法 无关； （2) 是斜对 
称的，因此是轨道上的 2 -微分 形式； （3) 是非退化且闭的（证明例如可见附录 5). 
因此形式 D 是余伴随表示的一个轨道上的辛构造. 

B . 左不 变度量 

李群 G 的黎曼度量如果为一切左平移所保持就称为左不变的，亦即左平移的导 
数将任一矢量变为同样长度的矢量时称此度量为左不变的. 

左不变度量只需在群的一点例如恒等元处给出就 够了； 

然后再用左平移把度量移到其他点上.所以代数上有多少欧 
氏构造，群上就有多少左不变黎曼度量. 

代数上的欧氏构造可用由此代数到其对偶空间的对称 
正定算子来定义.于是，令 A : 0 — 0* 为一个对称正定算子 

-(却,0对0中一切6 W 成立. 

( A 为正定并不很重要，但在力学应用中，二次型 (^,0 总是正定的 .） 

我们用左平移来定义一个对称算子: TGg — T ^ Gg ： 

■^g^, ~ L 1 AL g—l ^ • 

于是我们得到以下的线性算子的可换图式， 
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我们用尖括弧来表示算子乂 9 决定的数 量积： 

{^5 ^)9 = (-^5^1 l ) = (乂9”，0 = { v-i Od ' 

这个数量积给出了群 G 上的左不变黎曼度量.代数上的数量积就简单地用 U 表示. 
我们再用以下的恒等式来定义算子 J 5 : 0 x 0 — 0 

{[ a , 6 ], c ) =〈_ 6 ( 0 ,( 1 )， 6 >，对 0 中一切 6 . 

算子 B 显然是双线性的，而当第一个变元固定后，它对第二个变元是斜对称的 

(B(c, a),b) + (B(c,b),a) = 0 . 


C . 例子 

令 G = 50(3) 为三维欧氏空间的旋转群，即固定在一点的刚体的构形空间.刚 
体的运动于是由群中一条曲线 g = g ( t ) 来表示 . G 的李代数是一切可能的旋转的角 
速度的三维空间.这个代数中的交换子就是通常的矢量积. 

刚体的旋转速度 4 是群在点 g 的切矢量.为了得出角速度，必须将它移到群在 
恒等元处的切空间即代数上去.但这可用左、右平移两个方法来完成.结果在代数 
中得出两个不同的矢量 


= Lg-i^g G 05 u) 8 — € 0, 

这两个矢量恰好就是“刚体内的角速度”（所以有下标 C: corps ) 和“空间中的角速 
度”(所以有下标 space ). 

群 G 的元素 p 对应于刚体由初始状态（相应于群之恒等元并可任意选定）经运动 g 达到的 
位置.令 a ; 为代数中的一个元. 

令为角速度为 a ; 的单参数旋 转群; a ； 是这个单参数群在恒等元处的切矢量.注意由位移 
9 再以角速度 a ; 旋转一个短时间 r 所得的位移 

e ^ r g , 这里 g = g ⑷ € G , uj e 0而 t 《1. 


若6就是矢量 

^ UJT 

u g ， 

W 就叫做 相对于空间的角速度 并记作故％可由6作右平移而得.类似地可以证明刚体内的 
角速度是代数中矢量4的左平移. 

在我们的例子中代数的对偶空间 0 * 就是角动量空间. 

刚体的动能是由刚体内的角速度矢量决定的而与刚体在空间中的位置无关.因 
此动能给岀群上一个左不变黎曼度量.由它决定的对称正定算子: TGg — T * G 9 
称为惯量矩算子(或惯量矩张量).它与动能之间有关系式： T = 
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~( Auj c , uj c ) - \{ A g g , g ), 其中 4:0—*0* 是^ 当 Sf = e 时之值.矢量6在惯量矩算 
子' 作用下的像称 为角动 量记作 M . 矢量 M 位于群在 g 处的余切空间中，而既 
可用左平移也可用右平移移到群在恒等元处的余切空间中.这样我们得到两个矢量 

M c = L ； Meg\ M s = R ； Meg\ 

这两个在代数的对偶空间中的矢量正是相对于刚体的角动量 (M c ) 和相对于空间的 
角动量 (M s ). 这很容易由以角动量和角速度表示动能的式子 看出： 

T=~(M c ,u; c ) = i(M,5). 

由最小作用原理，刚体在惯性下的运动（即无外力）是具有上述左不变度量的旋 
转群上的测地线. 

我们将把任意李群在任意左不变黎曼度量下的测地线看成“广义刚体”的运动， 
其枸形空间为 G . 这样一个 “ 具有群 G 的刚体”由其动能（即李代数上的正定二次 
型）决定.准确些说，我们把群 G 上的左不变度量（由其代数上的二次型 （#4 给 
出）的测地线看作具有群 G 的动能为 M /2 的刚体的运动. 

相应于广义刚体的运动 t ^ g ( t ) 有四条 曲线： 

4 

t — > u^c(t) € 0， t 一 ^s(i) G 0, t — > M c (t) 6 0*, t — >■ M s ⑴ G 0*， 

称为在刚体内与空间中的角速度与角动量矢量的运动.这些曲线所满足的微分方程 
是由欧拉对任意刚体发现的.然而它们对任意群这样一个最一般的情况也是成立的， 
我们将称之为广义刚体的欧拉方程. 


注在通常的刚体理论中， R 3 ， R 3# ， fl ， f , TG s ，： TG s 这六个不同的三维空间是等同的.刚 
体在其中运动的空间 R 3 与其运动群的李代数 0 之维数相同是偶然的，而且只在维数为3时 适用; 
在 n 维情况下， g 的维数是 n(n - 1)/2. 

李代数 0 与其对偶空间 cT 的等同有更深刻的基础.事 实是： 在旋转群上存在（而且除相差 
一 个乘法外是唯一的）双侧不变黎曼度量.这个度量一劳永逸地给出了矢量空间0与 tT 的人们 
特別愿意用的同构（对与 t * g 9 也一样).这使我们可以把角速度与角动量看成在同一欧氏 
空间中.这样把两个空间等同以后，丨， } 就只是代薮的交换子，但差个负号. 

任意紧李群上都有一个双侧不变度量存在.因此，为了研究具有紧群的刚体的 
运动，可以把角速度和角动量空间视为同一个.但在应用于微分同胚的非紧（或无限 
维）群时，不能视之为相同. 

D . 欧拉方程 

欧拉的结果（他自己仅得到 G = 50(3) 时的特例）可以陈述为关于具有群 G 的 
广义刚体的角速度、角动量的定理 如下： 
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定理1关于空间的角动量矢量在运动中守恒: 


dMs 

dt 



定理2关于刚体的角动量矢量满足欧拉 方程: 


^ = {w c ,M c ). 

这些定理对广义刚体和对普通刚体的证明方法完全相同. 

注 1刚体内的角速度矢量 u; c 可通过惯量矩算子之逆用刚体内的角动量矢量 M c 表出: 
叫= A - l M c . 所以，欧拉方程可以看作为是仅仅关于刚体内的角动量矢量的 方程； 其右方对 M c 
是二次的. 

我们也可以把这个结果表述如下.考虑刚体的相流（其相空间维数是群 G 维数 
或角动量空间扩的维数 n 之二倍).于是 2 n 维流形上的相流可按 n 维矢量空间 
上欧拉方程的流分解. 

所谓流形 x 上的相流 〆 用流形 r 上的相流 / f 分解，即一个由 x 到 r 的光滑映射，把 〆 
映到尸上，而且使以下图式 可换： 



即 izg t =f t -K. 


在我们的情况下 X 二 T * G 是刚体的相空间， y - fl * 是角动量空间.投影 7 T ： T*G ^ g * 由左平 
移定义 ( ttM = T*G g ), gt 是所考虑的刚体在 2 n 维空间 T*G 上之相流,尸是 n 维 

角动量空间0 + 上欧拉方程的相流. 

换言之,关于刚体的角动量矢量的运动只依赖于角动量矢量对于刚体的初始位 
置，而与刚体在空间中的位置无关. 

注 2关于空间的角动量矢量守恒也可以这样表述，即此矢量关于空间 f 的某个坐标系的 
一切分量都守恒.这样我们得到刚体运动方程的一组首次积分.特别是，李代数0的每个元都相 
应于空间 〆 上的一个线性函数，从而是一个; t 次积分.容易看到， 0* 上函数的泊松括弧也是 f 
上的函数.我们这样得到李代数 g 的（无穷扩张，由 〆 上之函数构成 . £1本身包含在此扩张 
中即 0* 上的线性函数之李代数.当然，在 2 n 维空间的相流的所有首次积分中，只有 n 个是函数 
独立的.例如可以取 f 上的 n 个线性函数，即 s 之基，作为这 n 个独立的积分. 

因为可能在无穷维情况中有应用，我们愿避免使用坐标而内蕴地叙述关于首次 
积分的命题.把定理1重述如下即可做到这一点. 

定理3群在其代数的对偶空间中的余伴随表示的轨道是此空间中由欧拉方程 
给出的流的不变流形. 

证 M c ( t ) 是从 M s ( t ) 由余伴随表示作用而得，而 M s ( t ) 是守恒的. 口 
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例 在通常刚体的情况下群在角动量空间中的余伴随表示的轨道是球面 Mf + 
M | + M | =常数.这时定理3就化为角动量矢量的长度守恒.这定理指出，若初始 
点 M c 位于某轨道上（在此情形即在球面 M 2 =常数上)，则其轨迹上一切点在欧拉 
方程作用下都保持在同一轨道上. 

现在转到任意群 G 的一般情况，并回忆一下，余伴随表示的任意轨道都有辛构 
造（参见 A ). 此外刚体的动能可以用相对于刚体的角动量来表示.结果我们得到角 
动量空间上的二次型 

T =^( M C , A ~ 1 M C ). 

现在固定余伴随空间的一个轨道把动能看作这个轨道上的 函数： 

H ( M C ) = i(M c , A ^ Mc ). 

定理 4 欧拉方程在余伴随表示的每个轨道上，都是以丑为哈密顿函数的哈密 
顿方程. 

证 在点 M 切于 y 的每个矢量《都可写成《= {/, Af f eg , 特别是欧拉方 
程右方的矢量场可写成 X = { dT , M } (这里函数 T 在扩上一点 M 处的微分可看作 
是 0* 之对偶空间中的矢量，即李代数0之元).由辛构造 Q 和丨， } 的定义（见 A ) 
即知对于每一个在 M 点切于 V 的矢量 《有 

D(C ， 义 ）= (M， [/，，]) = (dT,{/,M}) = (dH 办 □ 

欧拉方程也可以用惯量算子之逆从代数的对偶空间上移到代数本身上去.结果 
得到欧拉方程用算子 B 的表达如下（见 B ): 

定理 5 刚体内角速度矢量的运动只依赖于这个矢量初始位置而与刚体之初始 
位置无关.刚体内的角速度矢量满足一个右方为二次型的 方程： 

= B{uj Ci uJq)- 

我们将把这方程叫做角速度的欧拉方程.注意到在算子 A- 1 : 0* — 0的作用 
下，余伴随表示的轨道变为角速度的欧拉方程的不变 流形； 这些流形又有辛构造等 
等.然而，与 0* 中的轨道不同，这些不变流形并不是仅由李群 G 本身决定，还依赖 
于刚体的选取（即依赖于惯量算子). 

由能量守恒定律，我们有 

定理6关于角动量与角速度的欧拉方程都有一个二次型的首次积分，其值等 
于动能 

T = -(M c , = ~(Auj c ^ uj c ). 
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E . 恒定旋转及其稳定性 

刚体 的恒定旋转即 刚体内的角速度不变（从而其在空间中的角速度也不变，二 
者可以互推）的旋转.我们从 R 3 中刚体的旋转的通常的理论知道，恒定旋转就是绕 
惯量椭球主轴的旋转.以下我们给出这个定理对具有任意群的广义刚体的推广.我 
们要注意，恒定旋转即左不变度量的测地线，它们是单参数子群.我们还要注意，惯 
量椭球主轴之方向可以在定长度角动量矢量的球面上考虑动能之驻定点来决定. 

定理 7恒定旋转关于刚体的角动量（角速度）是动能在余伴随表示的轨道(从 
而也在此轨道在算子乂- 1 下的像）上的临界点.反之，动能在轨道上的每个临界点 
都决定一个恒定旋转. 

直接计算或用定理4即可得证. 

我们要注意把角动量空间分成余伴随表示的轨道，在一般群的情况下并不如在 
通常刚体的简单情况下那么容 易做; 在那里只不过是把三维空间分割成以 O 为心的 
球面和 O 点.在一般情况下，轨道的维数可能不同，而在某些点分成轨道又不一定 
是纤 维化； 在三维情况下，在0点就已出现了这样的奇异性. 

我们称角动量空间的点 M 为正规点，如果在 M 点附近划分为轨道微分同胚于 
欧氏空间划分为平行平面（特别是，点 M 附近的所有轨道维数相同).例如对三维空 
间的旋转群，角动量空间除了原点所有点都是正规点. 

定理 8设角动量空间的正规 , k M 是能量在余伴随表示的一个轨道上之临界 
点，而能量在此点的二阶微分 d 2 孖是正 定或负定形式.则 M 是欧拉方程的（李雅普 
诺夫）稳定平衡位置， 

证由轨道在此点附近的正规性知在每一个靠近的轨道上，在 M 附近都有一 
点是能量的条件极大或极小. 口 

定理 9 把动能限制在余伴随表示的轨道在代数上的像上，其二阶微分在临界 
点 w G 0上可表示为 

2d 2 HUO = ( 5 ( 0 ；,/),^/)) ^{[/^],^,/)), 

^是像上的一个切矢量，而可用/表示为 

i = f)Je 0 . 

F . 具有左不变度置的群的黎曼曲率 

令 G 为具有左不变度量（由代数上的数量积 〈 ， 〉 给出）的李群.我们注意，群 
G 在任一点的黎曼曲率可以由恒等元处的曲率决定（因为左平移将群等距地映为自 
身).所以只需对李代数中的二维平面计算曲率就够了. 

定理 10群在由代数中的一对标准正交矢量$7?所决定的方向上的曲率，可由 
下式给出 


K ^^( S , S )+2( a , l 3)-3( a , a )- 4〈氏， 
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其中 25 = 5(^7?) + 0,2/3- B(^ V )- B{^2a= {^rj},2B^ = = 

B(t? ， r?), 而 B 是节 B 中定义的算子 • 

证明是冗长然而直接的计算.它是基于关于协变导数的容易验证的公式 

( v ^)e = ~ - B(r]^)), 

左边的 m 是左不变矢量场,右边则是它们在恒等元处之值. 

注1在双侧不变度量情况下，曲率公式特别简单 

K ^n = \ (ltv]A^V])- 

注2具有右不变黎曼度量的群的曲率公式和左不变情况的公式相同.事实上，一个群上的 
右不变度量就是具有相反的乘法规则的群 (gi * 92 - 929x ) 上的左不变度量.过渡到相反群会改 
变代数中交换子和 S 的符号.但是曲率公式的每一项中都是两个要变号的运算之积.所以在右不 
变情况下曲率公式相同. 

在欧拉方程中，过渡到右不变情况时，其右方要变号. 


G . 对微分同胚群的应用 


令 D 是一个黎曼流形上的有界区域.考虑保持体积元素的 D 的微分同胚群.我 
们将记之为 SDiffD . 

相应于群 SDiffD 的李代数是 D 上一切散度为零的矢量场组成的，它们还应 
切于 D 之边缘（如果边缘非空).我们将定义李代数中两个元（即两个矢量场）的数 
量积为 

(^ 1 ,^ 2 ) = / ( v u v 2 ) dx , 

Jd 

(，） 是由 D 上的黎曼度量给出的数量积 ，咖 是黎曼体积元素. 

现在我们考虑 D 上均匀理想流体（即不可压缩非粘性流体）之流.这个流由群 
SDiffD 中的曲线 i — &来表示.具体说,微分同胚货是把流体中每一个粒子由 
它在0时的位置变到 f 时的位置的映射.可以得出，运动流体的动能是微分同胚群 
SDiffD 上的 右不变 黎曼度量. 

事实上，设在时刻 i 流体的运动给出微分同胚此时的速度由矢量场 r 给出 • 则在时刻 
t + r(r 很小）由流所实现的微分同胚将是但相差一个与 t 比较的小量是矢量 v 的 
单参数群，即由矢量场 t 给出的微分方程的相流).因此速度场 v 可以由在 p 点切于群的矢量合 
从右平移得出.这也意味着动能是右不变的，由定义，动能是 


(我们设流体密度为 1). 

最小作用原理(从数学角度看，此即理想流体的定义）断言理想流体的流是微分 
同胚群上的上述右不变度量下的测地线. 
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严格说来，无穷维微分同胚群并非流形.所以要想确切叙述上述定义还需做一些 工作: 必需选 
适当的函数空间，证明存在与唯一性定理等等.迄今为止只在流场区域为二维时做到了这点. 
然而我们还是当做不存在这些与无穷维相关的困难那样做下去.所以下面的论证具有启发性.以 
后会看到许多结果可以严格地证明，而与无穷维流形理论无关. 

我们将指出上述的一般公式在 G = SDiffD 时的形状, D 是三维黎曼流形上具 
有有限体积的连通区域.为此我们必需把节 B 中给出的 B : s x 0 — 0 的公式 

([ a , fc ], c ) = { B ( c , a ), b ] 


给以显示的描述. 

容易证明，在三维情况下,矢量场 B ( Cj a ) 可以用李代数中的矢量场 a 和 C 表示 
如下： 

B(c, a) — (curl c ) 八 a + grad a, 

A 表示矢量积， a 是 D 上的单值函数而由条件 B € 0 ( 即 divB == 0 , 且 S 切于 D 之 
边缘）所唯一确定（但相差一个加法项未定). 

我们要注意，算子 B 与定向的选取无关，因为定向改变时 curl 和矢量积都要变 
号. 


H . 定常流 


在 G = 时，关于“角速度”欧拉方程的形状是心= - B ( v , v ), 因为度量 

是右不变的.所以在三维微分同胚群时，它就是“伯努利形式的运动方 程”： 


dv 




v A curl v -j- grad o：，div v = 0 . 


关于角动量的欧拉方程则写成“涡度方程 : 

Scurl v 
_ 次一= 


[v ? curl v ]. 


特 别是， 定常流的涡度与速度场可交换. 

这个注解迅速地导致对三维空间中理想流体的定常流作拓扑分类如下. 

定理11 设区域乃由紧解析曲面围成而速度场是解析的而且不处处与其旋度 
共线.这时流场区域可被解析子流形分割成有限多个胞腔，流在每个胞腔中可以用 
标准的方法来构造.具体说胞腔分成两类： 一 类可纤维化为在流下不变的环面，另一 
类纤维化为在流下不变的与圆柱面 M x S 1 微分同胚的曲面.在每个环面上流线或 
全为闭，或全为稠密，在圆柱面上流线全为闭. 

为证明这个定理，我们来看“伯努利曲面”即函数 a 的等值面.由流为定常流 
(^; A curl t ; = -grad a ) 可知流线与涡线都在伯努利曲面上.因为速度场与涡场可交 
换，故有群 M 2 作用在闭伯努利曲面上，而此曲面必为环面（参看节 49 中刘维尔定 
理的证明).对 D 之边缘上边界条件作类似计算可证，非闭的伯努利曲面是圆柱面且 
有闭流线. 
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注速度场的解析性并不是本质的，但速度场不与涡场共线是重要的.海伦 （ M . Henon ) 作 
的计算机实验表明，三维环面的某个定常流流线的性态比定理所述更为复杂，这流由公式 

v x = A sin z + C cos y ， v v = B sin x + A cos z ^ v z = C sin y + B cos x 

表示.选择这样的场是使速度场与涡场共线.海伦的计算结果表明,有些流线可以稠密地填满一个 
三维区域. 

I . 等涡场 

二维和三维流体动力学相差很大.差别的本质在于二维和三维情况的余伴随表 
示的轨道的几何有差别.在二维情况下，轨道在某种意义下是闭的而其性态举例说 
就像是函数之等值集族（准确些说是几个函数，实际上甚至是无穷多个函数的等值 
集族). 三维情况下轨道更为 复杂； 特别是它们可以是无界的（可能还稠密).三维黎 
曼流形的微分同胚群的余伴随表示的轨道可以这样来描 绘:令 是区域 d 中的 
不可压缩流体的两个速度场.我们说^和 是等涡的，如果存在一个保持体积的 
微分同胚 p : D — D 把 D 中的闭路径 7 映为 D 中一个新的闭路径,而且第一个场 
在 原闭路径上的环流等于第二个场在新闭路径上的环流： 



容易验证.余伴随表示的轨道在代数中的像（即在惯量算子 A - 1 作用下的像）正是 
等滿于已给场的场的集合. 

特别是，定理3就成了以下的环流守恒定律. 

定理 12理想流体在流场中的闭路径上之环流，当此闭路径被流带到新位置时 
不变. 

我们要注意，若一个三维理想流体在 D 上的速度场是等涡的，则相应的微分同 
胚将一个场的旋度变为第二个场的旋度 

5* curl v\ = curl 

此外，若流场是单连通的，则两个场的等涡性可以定义为涡度场的等价性.所以 
三维情况下余伴随表示的轨道问题包括了将散度为零的矢量场相对于保持体积地微 
分同胚的分类问题.三维情况下的这一问题困难得令人绝望. 

现在我们考虑二维情况.首先我们把基本公式用便于考虑二维情况的记号重写 
出来.我们设流的区域 D 是二维有向的.度量和定向在 D 上给出了一个辛构造，速 
度的矢量场散度为零，因此是哈密顿场.所以这个场是由一个哈密顿函数（当 D 不 
是单连通时一般是多值的）给出的.速度场的哈密顿函数在流体动力学中称为流函 
数,记作也于是 

v = Jgrad 也 



李群上左不变度量的测地线与理想流体的流体动力学 


I 是顺时针转90°的旋转算子. 

两个场的交换子的流函数恰好是它们的雅可比行列式（也就是哈密顿形式化中 
的泊松括弧） 

^[ vuv ^] = 』(分1，分2). 

在二维情况下，矢量场 S ( c , a ) 由下式 给出： 

B = -( A^ c )grad ip a + grad a , 

H 是场 a , c 的流函数 ， A = div grad 是拉普拉斯算子 .. 

在具有笛卡儿坐标 Ay 的欧氏平面的特例下，流函数、交换子和拉普拉斯算子 
形状特别 简单： 

d^j dip di) Vl dt ^ V2 d^ Vl d ^ V2 d 2 d 2 

= Vy = —瓦， 知一二 a-a + 

二维速度场的涡度(旋度）是一个数量函数 r , 其与有向面积元素之乘积在 D 之 
有向区域 a 上的积分等于速度场绕 a 之边缘的 环流： 

/ rdS =今 v , 

J (j J d(j 

容易用流函数算出涡度的表达式 

r = — △也 

二维单连通情况下场％ 和仍 的等涡性恰好意味着函数 n 和即这些场的涡 
度）可用适当的保持体积的微分同胚互变. 

具有这种性质的函数 n , r 2 在所有情况下都是等测度的，即 

mes{x e D : ri ( x ) ^ c } = mes{x e D : ” 2 ( x ) < c } 


对任意 c 成立.所以若这两个场都属于余伴随表示的同一轨道之像，则有一系列泛 
函相等，例如涡度的一切幂的积分相等 

f r \ dS = f rids . 

Jd J d 

特别是，二维理想流体的欧拉方程 


dv _ , 

—+ v\v = —grad p，div 
at 


的首次积分成一无限集合.例如速度场的涡度的任意次幂的积分 


4 = 



dx A dy 
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就是这样的首次积分. 

这些首次积分的存在（即余伴随表示的轨道的相对简单构造）使我们能证明理 
想流体（也包括粘性流体）的二维流体动力学中的存在和唯一性定理等等;三维情况 
余伴随表示的轨道的复杂的几何（或者是对这些轨道所知不多）使得三维流体动力 
学的基础成了一个很难的问题. 

J . 平面定常流的稳定性 

我们要在这里就微分同胚群情况陈述恒定旋转的一般定理（即上面的定理7,8, 
9). 这样我们得出以下 论断： 

1. 理想流体定常流和一切与之等滿的流的区别在于它是动能的条件驻定值（或 
临界点). 

2. 若⑴所说的临界点确为极值即条件极大或极小, (2) 它满足一些正规化条件 
(一般都能满足)， (3) 极值是非退化的（二阶微分是正定的或负定的)，则定常流是稳 
定的（即为欧拉方程的李雅普诺夫稳定平衡位置). 

3. 动能的二阶微分，在与已给场等滿的场的流形之切空间上，其公式在二维情 

况下形状如下.令 D 为具有笛卡儿坐标 a : 和 y 的欧氏平面上的区域.考虑具有流函 
数 ^ = 的定常流.那么 

2 d 2 H = JJ ( Sv ) 2 4- ( Vil ； / V A 7 l ；)( Sr ) 2 dxdy , 

这里 Sv 是速度场的变分（即上述切空间上的矢量)， <5 r = curl 

我们要注意，对于定常流,流函数和拉普拉斯之梯度（即与釣共线•所 
以比值 ▽#/▽△# 有意义.此外在涡度之梯度不为零的每一点附近,流函数都是其涡 
度的函数. 

上面提到的论断导致一个 结论: 二次型的正定或负定性是所考虑的定常流 
稳定性的充分条件.这个结论不能形式地由定理7,8,9得出，因为在无限维情况应用 
任一个公式都需要论证.幸运的是，不必论证中间步骤即可论证关于稳定性的最后 
一个论断.于是可以严格地证明下面的先验估计（用初始速度场的小扰动表示定常 
流的稳定性). 

定理 13设定常流的流函数❿= #( x , y ) 在区域 D 中不仅局部地而且整体地 
是涡度函数的函数（即△岭之函数).设流函数对于涡度函数的导数满足不等式 

c ( 其中0 < c 彡 C < oo . 

令 ij ) + 为另一个流的流函数而不一定是定常的.设在初始时刻被扰动流 

(流函数为^ + 的速度场在乃的边缘的每个连通分量上的环流等于原来的流（流 
函数为 V 0 的环流.于是扰动 (p = ( p ( x , y ， t ) 在每 一 时刻都可用以下公式用初始扰动 
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p ( x ， y ，0) 来作估计: 


J j [( V #) 2 + c ( Aip) 2 ]dxdy ^ JJ [( Vpo ) 2 + C { A ( p 0 ) 2 ]dxdy 


若定常流满足不等式 




0<C ^ C< °° 


则扰动 V ?按以下公式以初始扰动仰估计 


JJ [ c ( A (/?) 2 - ( V ( f) 2 ]dxdy < JJ [ C ( Aip 0 ) 2 - ( V ( f 0 ) 2 ]dxdy 


这个定理蕴涵了以下 事实： 定常流在以下二次型以在 D 的边缘的每一个连通 
分支上是常值函数而其梯度通过各边缘分量的通量为零） 


ILI 


(▽W 


V-0 

VAip 


( A <^>) 2 1 dxdy 


对于为正定时是稳定的，而在二次型 


/X 卜 2+ 


max ^^)( Ap ) 2 dxdy 


为负定时也是这样. 

例1考虑在 ( x , y ) 平面的带形 Y l ^ y ^ Y 2 中具有速度剖面 〃( y ) (即有速度场 
为 ( viy ^ O )) 的平面平行流.这个流对任意速度剖面都是定常的.为了使流的区域为 
紧,我们加上一个条件，即所考虑的一切流的速度场对: r 坐标以 X 为周期. 

若速度剖面没有扭转点（即 < fv / dy 2 ^ 0) 则定理13的条件是成立的.于是我们 
得出，理想流体的平面平行流当速度剖面没有扭转点时是稳定的. 

对于线性化问题的类似命题称为瑞利定理. 

我们要强调，定理 13 讲的并不是“线性近似”的稳定性问题,而是真实的严格的李雅普诺夫 
稳定性（即对非线性问题的有限扰动而言).在这情况下，这两种稳定性的区别是本质的，因为我 
们的问题具有哈密顿性质（见定理 4); 对于哈密顿方程组,渐近稳定性是不可能的，所以线性近似 
的稳定性是中立型的而对于保证非线性问题的平衡位置的稳定性这是不够的汰 


例2考虑环面 


{( x , y ), xmod X , ymod 2 ir } 


上速度场为 t = (sin y ，0) 的平行于 x 轴的平面平行流.这个场由流函数 ^ = -cosy 
决定而涡度为 r=—cos y . 速度剖面有两个扭转点，但流函数可以表示为涡度的函 
数.比▽分= -1.由定理13,我们知道若 



2 tt pX fX 

/ ( A ( p) 2 dxdy ^ / 

Jo Jo Jo 


(y if ) 2 dxdy 


) 线性近似是稳定的，而原问题是不稳定的，这也是有的.参看节42和附录7, 8. 




日译者注 
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对一切对: r 有周期 X 、对 y 有周期 2 tt 的 W 成立，则定常流是稳定的.很容易验证 
当 X < 2 tt 时这个不等式成立，而当 X > 2 tt 时不成立 A 

这样，定理13意味着，短环面上的正弦定常流当基本流方向上的周期 X 小于 
流的宽度 2 tt 时,是稳定的.另一方面，可以直接验证，在长的环面 （X > 2 tt ) 上，正 
弦流是不稳定的®.所以在这个例子中，定理13中关于稳定性的充分条件也是必要 
的. 

我们应该注意，一般说来不定二次型 d 2 H 并不意味着相应流的不稳定性.一般说来，哈密顿 
方程组的平衡位置,即令哈密顿函数在此点既非极大又非极小，也还可能是稳定的.二次哈密顿函 
数 i / = P ? + # - g g 是这方面最简单的例子 2 ). 

K . 微分同胚群的黎曼曲率 

在五 中讲到的具有单侧不变度量的李群的曲率的表达式对于黎曼域 D 的微分 
同胚群 SDiffD 也是有意义的.这群是充满 D 的一个理想流体的构形空间.动能 
在 SDi // 乃上定义了一个右不变度量.形式地应用李群曲率公式到无穷维群上所得 
的数，自然地就称为群 SDiffD 的曲率. 

微分同胚群曲率的彻底的计算只对具有欧氏度量的二维环面上的流形作出过 
将欧氏平面 R 2 上相差属于某些格点之集合（平面的离散子群）的点视为相同就得到 
了环面.具有整数坐标的点之集合就是这种格点集合的一个例子.一般说来，把作为 
上述特殊格点基础的正方形代以平行四边形就可以得出任意格点 r . 

现在考虑环面上具有单值流函数且散度为零的矢量场的李代数.相应的群 
SoDiffT ^ 是由使环面质心固定而且保持体积的微分同胚构成的.它可以嵌人在 
所有保持体积的微分同胚之群 SDiffT 2 中作为全测地子流形（即其测地线亦为包 
含流形的测地线的子流形). 

证明在于以下事实，若在初始时刻理想流体的速度场有单值流函数，则在一切时刻流函数都 
是单 值的； 这可由动量守恒定律得出. 

现在研究群 SoDiffT 2 过恒等元的一切二维方向的曲率（在这样的方向上 
SDiffD 的曲率也相同，因为子流形 SoDiffT 2 是全测地子流形). 

在舻上选取一个定向.群 SoDiffT ^ 的李代数之元可以看成是环面上平均值为 
零的实函数（散度为零的场可以把这个函数作为流函数而得出).所以群 SoDV / T 2 
的切空间上的二维方向可以用一对在环面上的平均值为零的函数定出. 

我们将用傅里叶系数来给岀这样的函数.用复域上的傅里叶级数进行计算是方 
便的.令是欧氏平面上一点，称为波矢量）为在平面之 rr 点值为的函数. 

① 例如可见 L , D . Meshalkin , Ya . G . Sinai [1]. 

② 环面与球面 S 2 则由 A, M. JIyKauKHM[l] 考虑过. 

用分部积分和施瓦兹不等式即得.——日译者注 

2 )参见附录 8 ,— 日译者注 




. 266 - 


附录 2 李群上左不变度量的测地线与理想流体的流体动力学 


这样的函数若为 r 周期的（即对 z 加上格点 r 的一个矢量，函数值不变)，则它定义 
环面上的函数. 

换言之，数量积必须对 r 之一切点: r 均为 2 tt 的倍数.这种矢量属于 M 2 的格点 
r *. 当 a ： e r * 时，函数 q 成为环面上的复值函数的完全系. 

现在将李代数、数量积〈，>、交换子以及代数中的算子 J 5, 还有黎曼联络和曲率 
张量 n 都复化，使所有这些函数都成为复李代数的复矢量空间中的（重）线性函数. 
函数以 是这个复矢量空间的基底 （fc e r *). 

定理 14 数量积、交换子、 算子 B 、 联络和群 SoDiffT 2 上右不变度量的曲率 
有以下的 显式： 


( ejt , ez 〉 = 0,当 fc + Z 笋 0 时. 
^— k ) ~ ^ S \ 


[efc,e；] = {kM)e k ^D 

B ( ek y ei ) = b k jek+h 这里 bkj = (k A l ) 


k 2 

(fc+l ) 2； 


▽ e〆 / = dljc + iek+h 这里 d u ，D 二 
若 A : + ! + m + n _ 0 则 i 4，;， m ，„ 
若 k + / + m + n = 0 则 _ Rfc ， f， m ，n 


(v Au)(u- v) 



= 0; 

= — = ^ /|w ~h v\. 


在以上公式中 S 是环面面积 # A ?; 是 w 和所张的平行四边形面积（相对于 M 2 
上选定的定向).圆括弧表示平面上的欧氏内积，尖括弧表示李代数中的数量积. 

定理的证明可见本附录引言中所列的第一篇文章即 Arnold ,[6]. 

以上公式使我们能计算任意二维方向的曲率.计算表明在绝大多数方向上曲率 
为负,但在少数方向上为正.特别是,考虑某个流体流动，即群上的一个测地线.由雅 
可比方程，这测地线的稳定性是由在测地线的各点上过该点速度矢量的一切二维方 
向的曲率决定的. 

现在设所考虑的流是定常流.则测地线是我们的群的单参数子群.由此可知，在 
测地线各点，经过该点的速度矢量的一切平面上的曲率，都等于过测地线在初始时 
刻的速度矢量的相应平面上的曲率 （证： 右平移到群的恒等元).于是定常流的稳定 
性只依赖于李代数中那些二维平面方向的曲率，它们包含李代数中作为定常流速度 
场的矢量. 

例如考虑最简单的平行正弦定常流.这个流的流函数是 


efc + e 一 fc 

考虑代数中任一个实矢量7? = 由定理14我们容易导出 

定理 15 在包含€的任意二维平面上，群 SoDiffT 2 的曲率非正.具体说来即 
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靴，也 + x i ^ k \ 2 ^ 

/ 

由此公式特别可以得出 

1. 曲率只对那些与€同方向的平行流组成的（即使 7 /] = 0 者）二维平面为零. 

2. 由流函数^ = cos fca ; 与7? = cos Zx 定义的平面之曲率是 


K 


fc 2 + / 2 
45 ~ 


sin 2 a sin 2 /? 


S 是环面面积， a 是 / c 与 Z 之交角，/?是 A : +丨与 k - I 之交角. 

3. 特别是，在由速度场 (sin ?/,0), (0 ,sin x ) 所决定的方向上，环面 {(; r , y)mod 27 r } 


的微分同胚群的曲率等于 

L . 讨论 



自然地希望微分同胚群的曲率与此群的测地线的稳定性（即理想流体流动的稳 
定性）的关系正像有限维李群的曲率与其上测地线的稳定性的关系一样.具体说来， 
负曲率产生测地线有指数不稳定性.特征路径长度（即使得初始条件的误差增加 e 
倍的平均路径长度）与 1/ V ^ K 同阶.所以知道了曲率我们就能估计，可以用近似初 
始速度场来预测理想流体流的发展而且误差不会增长到更高数量级的时间. 

应该要强调理想流体流动的不稳定性在这里与在节 K 中理解 不同; 这是指流的运动而不是其 
速度场的指数不稳定性问题.定常流可以是欧拉方程的李雅普诺夫稳定解，而相应的流体运动则 
可以是指数不稳定的.理由是流体速度场的小变化可能在流体运动中引起指数增长的变化.在这 


种情况（欧拉方程解稳定,群有负曲率）我们可以预测速度场但不能预测流体物质的运动从而不大 
大损失精确性. 

上述曲率公式甚至可用来粗略地估计天气的动力气象学长期顶报到了多长的时 
间就不可能了，只要我们同意几个简化假设.这些简化假 设是： 

1. 地球的形状是用正方形格子分解平面所得的环面. 

2 . 大气是二维均匀不可压缩的非粘性流. 

3. 大气运动近似地是“贸易风环流”，它平行于赤道并有正弦的速度剖面. 

为了计算特征路径长度，我们必须用定理15来估计群 S 0 Diff T 2 在包含贸易 

风环流 S 的方向上之曲率.为此我们把: T 2 看作 {(a:, 2/)mod27r}, A: = (0,1). 换言之, 
我们考虑的是 ( x , y ) 平面上平行于: r 轴并有速度剖面 

v = (sin 0) 


的定常流的近似的 27 T 周期流. 
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附录 2 李群上左不变度量的测地线与理想流体的流体动力学 


由定理15易见群 SoDiff T 2 在包含贸易风环流 t 的平面上的曲率在以下界限 
内变化： 

— ^ K < 0,这里 iS = 47 T 2 是环面面积. 

下限是用很粗糖的估计得到的.然而曲率为 K = -1/(2 S ) 的方向确实存在，而且有 
许多其他方向，曲率也接近同样大小.为了对特征路径长度作一粗略的估计，我们作 
一个粗略的猜测即 Ko = -1/(25) 是“平均曲率”. 

如果同意用值私为曲率，则特征路径长度是 

s = (\/— Kq ) _1 = V 2 S . 


相对于贸易风环流相应的群，运动速度是 ^/ Sj 2 (因为正弦的均方值是^ ). 所 
以流过特征路径长度所需的时间是 2. 流体中最快的微团用这个时间可以走过2,即 
绕环面整个轨道的1 

因此，若取平曲率值，则在最快的微团走完整个轨道的时间内，误差将增加 
e " a 20倍.取100公里/小时为贸易风的最大速度,我们将得出绕整个轨道的时间是 
400小时，即略少于三星期. 

这样，若在初始时刻所知道的天气状况含有小误差 e ， 则 n 个月后的预报误差的 

阶为 

10 kn e ， 这里 A ; « ^^^7 rlog 10 e ^ 2.5. 

例如，要作两个月后的天气预报，初始数据的精度必须比预报容许误差的精度髙五 
位数字.在实践中，这意味着作这样长期的天气计算是不可能的. 

很清楚，这里提到的估计不是很精确的，我们所取的模型也是很简化的.选用 


“平均曲率”之值也需要论证. 



附录 3 代数流形上的辛构造 


经典力学中最常见的辛流形是拉格朗日力学系的相空间，即构形空间的余切丛. 
完全不同的一系列辛空间出现在代数几何中. 

例如任意的光滑复代数流形（由一族复射影空间中的多项式方程给出）都有自 
然的辛构造. 

代数流形上辛构造的作法是基于这样一件事，即复射影空间本身就有特殊的辛 
构造,具体说就是其埃尔米特构造的虚部. 

A . 复射影空间的埃尔米特构造 

回忆一下， n 维复射影空间 CP n 就是 （n + 1) 维复矢量空间 C -+ 1 中过0的复 
直线所成的流形.为在 CP n 上作一个辛构造,我们要用相应矢量空间 C w+1 中的埃 
尔米特构造. 

复矢量空间上的埃 尔米特数量积 （埃 尔米特 构造)就是一对矢量的复值函数，且 （1) 它对第一 
个矢量是线性的而对第二个是反线性（即共轭线性）的,(2)交换变元位置时它变为共轭值， (3) 当 
两个量相等时就成为正定实二 次型： 

〈入域，咖 {^0>0,当时. 

埃尔米特数量积的一个例子是 

{^r}) = ( 1 ) 

这里 ik ， Vk 是纟， V 在某基底下的坐标. 

总存在一个基底使埃尔米特数量积成 （1) 形，这个基底称为埃尔米特标准正交基底. 

埃尔米特数量积的实部和虚部都是实双线性型，前者是对称的,后者斜对称,二者都是非退化 


的: 


i ^ v ) = {^ f }) = (7?，《)， K ， r /] = —[7?，幻. 
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二次型 (^0 是正定的. 

这样，复矢量空间上的埃尔米特构造 <，〉给出一个欧氏构造 G ) 和一个辛构造仏这两个构 
造与复构造的关系是 


[€，”] = (€，切). 

现在我们要在复射影空间上定义一个黎曼度量.为此，考虑相应矢量空间 C # 1 
中的单位球面 

S 2 n +1 ^{ z ^ C n ^ 1 :{ z , z ) = l }. 

这个球面从 c - +1 中继承了黎曼度量.每个过 o 点的复直线与此球面交在一个大圆 
上. 


定义 复射影空间中两点的距离就是单位球面上相应大圆之间的距离. 

我们要注意，这商个大圆在以下意义下是平行的，即从一圆上任一点到另一圆 
的距离是相同的 （证： 用乘 Z 保持球面上的度量).这个情况使我们能立刻写出 
复射影空间按以上作法定义的黎曼度量的显式 （2). 

事实上令 P 表示将矢量空间 C n +1 之点2 / 0变为过 Oy 的复直线的映射： 

p ： C n+ 1 \O^CP n . 

每一个在点 pz 切于 CP n 的矢量 （ 都可以（用多种方式）表为在 
量 的像: 在此映射下 

C = P 4, ^ tc ? +1 . 

定理 矢量 c 在以上定义的黎曼度量下长度的平方是 

__ (^ 0 ( z ^ z ) - 心〉〈之，0 

证 先设 z 点在单位球面炉 n +1 上. 

把矢量《分解为两个 分量： 一 个在由 Z 决定的复直线上，另一在其埃尔米特正 
交方向上.注意对矢量 Z 的埃尔米特正交即对 z 与 k 二者同时为欧氏正交.矢量 Z 
是球面 炉 U + 1 在2点的欧氏法矢量.矢量 k 则切于球面与过2的复直线交成的圆. 
所以《的与 z 埃尔米特正交的分量 r ? 切于球面5 2 " +1 而且与球面和直线 p 所交成 
的圆欧氏正交. 

由 CP n 上度量的定义，矢量 c 之黎曼长度平方等于《的与2埃尔米特正交的 
分量7?的欧氏长度平方. 

我们来计算€的埃尔米特正交于2的分量 r /. 把分解式写为 


Z 点的一个矢 


( 2 ) 


^ — CZ + T ], 其中〈7?，4 = 0. 


与2作埃尔米特乘积,我们得到 


〈《，之〉 = c ( z y z) f 
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于是对单位球面上的 z 证明了式 （2). 注意，用位似变换 2 — z/\z\ 就可得到一般情 
况 之证. □ 

注意,我们的作法不仅使我们能在 CP n 的切空间上定义一个欧氏构造，还可定 
义埃尔米特构造.考虑在切空间 TC [^ +1 中^的埃尔米特正交补 H,z€ S 2 n + K 映射 
V * •• H 一 T ( CP n ) pz 将丑同构（上已证明）映到 CP n 的切空间上，而由好带过去 
了埃尔米特构造. 

很清楚，由此埃尔米特构造给出的数量平方就是 （2). 所以，不需进一步计算即 
知 CP n 的切空间上的埃尔米特构造是 


〈 Cl ’（2〉 


(z,z ) 2 


(3) 


是 TQ + 1 中适合 = C k e T ( CP n ) pz 的任意矢量.我们要注意，在公式⑶ 
中点2不一定在单位球面上. 

在 CP n 的切空间上作出的欧氏构造和埃尔米特构造 (2) 和 （3) 并非在流形 CP n 
的所有射影变换下都是不变的，而只在由矢量空间€" +1 的酉变换（保持埃尔米特构 
造）所给出的射影变换下不变. 

B . 复射影空间的辛构造 


我们考虑埃尔米特形式 （3) 的虚部，并加上系数-以加这个系数的理由在 C 问 
题1中解释)： 

D(Cl ， C2) = ⑷ 

和任意埃尔米特形式的虚部一样,复射影空间的切空间上的实双线性形式 n 是斜对 
称非退化的. 

定理2 -微分形式 n 在复射影空间上给出一个辛构造. 

证我们只需验证 n 是闭的. 

考虑形式七的外微分 da cp n 上这个 3-S 分形式对 c n+1 中的酉变换诱导出 
的映射是不变的.由此可知它等于零. 

要看到这点，我们看 CP n 在某点2的切空间的埃尔米特标准正交基底 ei ，…， 
e„. 矢量 61 ， … ， e n ， ie ir .. ， ie n 构成一个欧氏标准正交 R_ 基底.我们要证明 dn 在 
这个基底的任意三个矢量上之值为零 .( 我们设 n > l ;^ = l 时没有什么要证 .） 
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注意在此 R -基底的任意三个 R -基底 矢量中至少有一个埃尔米特正交于另外 
两个.记它为 e . 容易作出空间 C n+1 的一个辛变换使之在 CP n 上诱出一个运动，保 
持点2和 e 的埃尔米特正交补，但改变 e 之方向. 

由 Q 之不变性知道脱在三个矢量 e , f,g 上之值等于它在 - e ， f,g 上之值，所 
以此值为零. □ 

注复射影空间中同样的辛构造的另一个作法如下.考虑一个具有 ( n +1) 维构形空间的数 
学摆的小振动.用能量积分使此力学系的自由度减少 1. 这个运算后所得相空间即 CP n , 而其上 
的辛构造与上面作的只差一个因子. 

在 CP n 上作辛构造还有一个方法要用到以下 事实： 即此空间可以看作是一个李群的余伴随 
表示的一个轨道，而在每一个这样的轨道上总有一个标准的辛构造（见附录 2 A ). 我们可取一个 
( n +1) 维复空间的酉（即保持埃尔米特度量的）算子群作为这个李群.这时佘伴随表示和伴随表 
示的轨道一样.在伴随表示中对一超平面作反射（第一坐标变号而其余坐标不变)，这个算子的轨 
道就是 CP n , 因为反射算子是由正交于此超平面的复直线决定的. 

C . 代数流形上的辛构造 

我们现在将在复射影空间的任意复子流形 M 上得到一个辛构造. 令 j : M 一 
CP n 是此子流形到复射影空间中的嵌入.射影空间中的黎曼构造、埃尔米特构造和 
辛构造都在 M 上诱导出相应的构造.例如 M 上的辛构造是由下式给 出的： 

定理 微分形式在 M 上给出一个辛构造. 

证 2-形式 Dm 之非退化性可由 M 是复子流形这一事实得出.事实上由 CP n 
之黎曼度量诱导的二次型 (^,0 = 是正定的.所以双线性形式 = 

是非退化的.因为形式 n 为闭，所以也是闭的. □ 

注和对复射影空间一样，可以在它的复子流形之切空间上定义埃尔米特 构造； 辛构造是其 

虚部. 

若一复流形的埃尔米特度量之虚部是闭形式（即辛构造)，则称此流形为凯勒 ( Kahler ) 流形, 
其埃尔米特度量称为一个凯勒度量.关于凯勒流形的几何学已得到了许多重要 结果； 特别是它们 
有引人注目的拓扑性质（例如可见 A . Weil ,[ l ]) 

并非一切辛流形都有凯勒构造.但是还不清楚，凯勒流形的哪一些拓扑性质只依赖于辛构造. 

问题1计算射影直线 CP 1 的仿射区图切 = a .•勿 上的辛构造. 

答 Q = ( l /7 r)(dx A dy)/(l + x 2 + 2 / 2 ), 这里 w = 形式 Q 的定义中的系数是选得使 

可得出复直线的通常定向 （dec Ad 以，且 D 在整个射影直线上的积分为 1. 

问题 2 证明射影空间 CP n = {(2：0 : 2i : Z n )} 的仿射区图 UJfc = = 1， ...， n ) 

上的辛构造 Q 可由下式 给出： 

^ i J 2 0< k < i <n ( w kdwi - widw k ) A ( w k dwi widw k ) 

2丌 


Yj (^k^k ) 2 
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注复空间上的复值微分形式（如出办和 dw k ) 定义为切矢量的复线性函数；若 


办+❼ fc , 则 


dwk = dxk + idyk.dwk = dxk — idyk. 


C n 上的这种形式的空间具有复维数 2 n ; 例如 2 n 个形式 dw k , dw k (k = 1,…， n ) 构成一个 
复基底; 2 n 个形式 dxk ， dyk 亦然. 

外乘积按通常方式定义，服从通常的规则.例如 

dw A d/w = (dx 4- idy) A (dx ~ idy) = —2idx A dy. 

令 / 是 C 上的实变量光滑函数卜般是复值的).这种函数的一个例子是卜| 2 = 码 
函数 / 的微分是一个复 1 -形式，所以可以按基底 dw kl dw k 分解. 这一分解的系数称为“对叫’ : 
和“对私”的偏 导数： 


d 卜盔 加 + %疏 


在计算外导数时把 d 分成对变量 w 的微分 d ' 和对变量证的微分 d " 是方便的，于是 d 

d ! 七 dT • 


例如对于函数/ 


对于1^分形式 


d ! f — d f, f = 

w = ^ akdwk 4 - bkdwky 


算子/和 cT 可以类似 定义: 


d!w = ^ d!ak A dwk + d!bk A dwk^ 
d n w = ^d^gfe A dwk + d ff bk A dwk^ 

问题 3 证明在射影空间 CP n 的仿射区图= z ^ 1 ) 上的辛构造可由下式给出 


27T 


d’d"ln^^ \wk\ 2 ^ 


fc=0 



附录 4 接触构造 


奇数维流形没有辛构造.对于奇数维流形，辛构造的类似物是一个不太对称但 
仍很有趣的构造——接触构造. 

力学中辛构造的来源是相空间（即枸形空间的余切丛)，其上恒有一个典则的辛 
构造.接触构造的来源是构形空间的接触元素之流形. 

n 维光滑流形在某一点的接触元素是一个在该点切于此流形的 （n - 1) 维平面 
(即该点的 n 维切空间的一个 （n - 1) 维子空间). 

n 维流形的一切接触元素之集有一个很自然的 2 n - 1维光滑流形构造.还发现 
在这个奇数维流形上有一个有趣的附加的“接触构造”(下面再讲). 

n 维黎曼流形的接触元素流形与这个 n 维黎曼流形的单位切矢量的 （2 n - 1) 维 
流形（亦即质点在其上作惯性运动时的等能集所成的 (2 n ~ l ) 维流形）密切相关.这 
些 （2 n - 1) 维流形上的接触构造与该点的 2 n 维相空间（即原黎曼流形的余切丛）上 
的辛构造密切相关. 

A . 接触构造的定义 

定义 流形上的 接触构 造即满足后面讲的非退化条件的光滑切超平面场 


为了叙述这个条件，我们看一看一般的#维流形一点附近的超平面场是什么样 


子. 


例 令 iV = 2. 这时流形就是一个曲面,超平面场就是直线场.在一点附近这样 
一个场总是相同的，而且可以很简单地做出来，即对一平面上的平行直线族的切线 

①矢量空瓦的 i 平运就喜福二羅品孕空间(亦即一个不恒为零的线性函数之零点集).切超平面 
即切空间中的超平面. 
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场.准确些说，常微分方程局部理论的基本结果之一就是,流形上的任意光滑切线场 
在流形的任一点的充分小邻域中都可用微分同胚变为欧氏空间的平行直线族的切线 
场. 

若 N >2, 超平面不再是直线，问题变得复杂得多.例如三维空间中的绝大多 
数二维切平面场都不能微分同胚地映到平行平面场上.理由在于存在着不可能找到 
“积分曲面”的切平面场，即不存在在每一点都具有指定切平面的曲面. 

对于超平面场，接触构造定义中的非退化条件就是这样的约定：超平面场必须 
最大可能地远离于一个超平面族的切面场.为了度量这个偏离并且确信存在着没有 
积分超曲面的场,我们必须给出一些作法和计算®. 

B . 弗罗贝尼乌斯可积性条件 

我们将考虑 iV 维流形上的一点并试着来作一个曲面，使它经过此点而且处处切 
于一个已给的 （AT - 1) 维平面场（积分曲面). 

为此我们引人此点一邻域上的坐标系，使在这点上有一个坐标平面切于场中的 
一个平面.我们称此平面为水平平面，而不在其上的坐标轴为铅直轴. 

积分 曲面的作法. 一 个积分曲面，如果它存在，将是一个 iV - 1变元的函数在原 
点附近的图像.为了作出它，我们可在水平平面上取一光滑路径.沿此路径的铅直轴 
构成一个二维曲面（柱 面)； 我们的平面场与它相截于一切线场.我们要求的积分曲 
面如果存在，则与此柱面相交于一通过原点的积分曲线.不论积分曲面是否存在，这 
积分曲线总是存在的.这样沿水平平面上的光滑曲线移动就可以作出其上的积分曲 
面. 

为了从所有的积分曲线得出光滑的积分曲面，需要我们作出的结果只与路径的 
端点有关而与路径无关.特别是沿水平平面原点附近的闭路径一周，沿柱面的积分 
曲线应该封闭. 

很容易作出平面场的例子使上述积分曲线不封闭，因而积分曲面不会存在.这 
种平面场称 为不可 积的. 

不可积平面场之例. 为了要给出一个平面场并且从数值上量度它对于上述封闭 
性的偏离，我们引入以下的记号.我们首先注意,超平面场可以局部地用一个 1- 微分 
形式表示.事实上，一个切平面定义一个 1- 形式（最多相差一个非零常数因子).选 
定常数因子使得此形式在铅直轴的基底矢量上之值为 1. 

这个条件在原点的某个邻域中是可以满足的，因为场在原点之平面并不包含铅 
直方向.这一条件唯一地决定此形式（按照平面场). 

在通常的三维空间中没有积分曲面的平面场例如可由以下 1- m 分形式给出 

u = xdy + dz , 

©以 _ 下我 m 将略去“超”这个字头.如果愿意,可以设我们是在讨论三维空间，从而超曲面就是 
一个普通的曲面.高维情况和三维情况是类似的， 
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x , y 是水平坐标/是铅直坐标.这个平面场不可积的证明将在以下给出. 


量度不可积性的 2-形式 的作法 利用给出场的微分形式即 



可量度不可积的程度.这可按下述作法来做（图 236). 

考虑从原点发出的位于我们的坐标系的水平平面上的一对矢 
量.以它们为棱作平行四边形.我们得到从原点到相对顶点的两 
条路径.在每个路径上各可作出积分曲线（各有两段）如图.结果 


图236对不可积平在相对顶点上方一般有两个不同点.它们的高之差是这一对矢量 
面场作出的积分曲的函数.它是斜对称的，而且•若有一矢量为零它的值也是零.所 

m 以这函数的泰勒级数的线性部分在原点为零，而二次部分是水平 


平面上的斜对称双线性形式. 

若场是可积的，则此2-形式为零.所以这个2-形式可以看成是这个场的不可积 
性的度量. 


这个 2- 形式是适当定义的. 我们是借助坐标来作出这个2-形式的.然而，它在 
一对切矢量上的值并不依赖于坐标系，而只依赖于给出场的 1- 形式. 

为了确信这一点，只需证明以下的 


定理 以上定义的2-形式即 1- 形式 a ; 在其零空间上的外 导数： du ； U 0 . 

证 我们要证明沿平行四边形的边的两个运动所得之点的高之差即 1- 形式 w 
在平行四边形的四边上的积分，只相差一个关于边的三阶小量. 

为此我们注意，沿着从原点发出的长为 e 的路径，积分曲线高度上升之阶是 
因为在原点处场中的平面是水平的.因此如果边长之阶为则2-形式 do ; 在平行四 
边形四边上方的由水平平面和积分曲线所截的铅直面上的积分之阶是 

形式0；沿积分曲线之积分为零.故由斯托克斯公式，沿着平行四边形之边上方 
的积分曲线，高度的上升等于 1- 形式 u ; 在此边上的积分,而最多相差一个 e 的三阶 
的量. 

于是由外导数的定义即得定理之证. 口 

用来作出上述2-形式时所用的 1- 形式 a ; 的选取法仍有一些任意性.具体说，由 
平面场定义 a ; 时相差一个恒不为零的函数因子 /. 换言之，也可从 / o ; 开始.这样我 
们就会得出2-形式 


dfuj = fdjj + df 

在我们的平面上，它与 do ; 相差非零常数因子/⑼. 

这样，在场中平面上所作的2-形式心除了相差一个非零常数因子外，是不变 
地定义的. 

平面场可积性的条件 

定理 若一超平面场可积，则以上作的2-形式在场中的每一平面上为零.反之， 
若所作的2-形式在场中每一平面上均为零，则此场可积. 
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证 定理的第一个结论由2-形式的作法是清楚的.第二个结论的证法与前面证 
明速度场之泊松括弧为零时相流可交换的推理完全一样.我们可以简单地引述这个 
可交换性，并把它应用到水平平面的坐标方向上方的积分曲线. 

定理 平面场的可积条件： 


u ) = 0时 dcu = 0 


等价于弗罗贝尼乌斯条件: 


uj A du ) = 0. 

证 考虑上述3-形式在任意三个不同的坐标矢量上之值.这些矢量中只有一个 
可能是铅直的.所以出现在三个矢量的外积之值的定义中之各项，只有一个非 零：即 
uj 在铅直矢量上之值与心在一对水平矢量上之值的积.若此形式所给的场是可积 
的，则第二个因子为零,而我们的3-形式在任意三个矢量上为零. 

反之，若此3-形式在任意矢量上为零,则取任意三个坐标矢量，其中之一是铅直 
的，另外两个是水平的，它在其上之值也为零，但此3-形式在这三个坐标矢量上之值 
等于 o ; 在铅直矢量上之值与 do ; 在一对水平矢量上之值的积.第一个因子不为零故 
后一因子必为零，即‘在场中的平面上为零. □ 

C . 非退化超平面场 

定义 超平面场称为 在一点是非退化的， 若在场中过此点的平面上，2-形式 
的秩等于平面的维数. 


这意味着对此平面上任一非零矢量,必可在平面内找到另一矢量，使2-形式在 
这一对矢量上不为零. 

定义 若一平面场在一流形之各点上非退化，就说 它在流形上非退化. 

注意，在偶数维流形上不会有非退化超平 面场； 在这样的流形上超平面是奇数 
维的，而在奇数维空间上每个斜对称双线性形式之秩均小于空间维数（参见节 44). 
奇数维流形上确实存在非退化超平面场. 

例 考虑一个 2 m + 1维欧氏空间,其坐标为 y 和^ y 是 m - 维空间的矢量 
而 z 是数). 1- 形式 


uj = xdy + dz 

定义一个超平面场.场中过原点的平面方程为心= 0.取 a : 和 y 为此超平面上的坐 
标.因此在场中的这个平面上可将我们的2-形式写作 

duj \ uj = o — dx A dy = dx \ A dyi H - h dx m A dy m . 

这形式的秩是 2 m ， 所以我们的场在原点非退化，故在原点附近也如此（事实上 
这个场在整个空间上都是非退化的). 
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我们现在可以最后给出接触构造的定 义了: 流形上的接触构造就是一个非退化 
的切超平面场. 

D . 接触元素流形 

“接触构造”这个词来自以下事实一个光滑 n 维流形的接触元素的流形上总 
有这种构造. 

定义 在某点切于一个 n 维流形的超平面 （n - 1维）称为接触元素，此点称为 
接触点. 

n 维流形的一切接触元素之集合具有一个 2 n - 1维光滑流形的构造. 

事实上，具有固定接触点的接触元素之集即 n 维矢量空间的一切 （n - 1) 维子空间的集，亦 
即 n - 1维射影空间.因此要给出一个接触元素，我们需给出接触点的 n 个坐标和在 （n - 1) 维 
射影空间中定义一点的 n - 1个坐标——共 2 n - 1个坐标 • 

n 维流形的一切接触元素之流形是一个纤维丛，底空间是此流形.纤维是 n - 1 
维射影空间. 

定理 接触元素丛即余切丛的射影化：可以从余切丛中将每个 n 维余切空间变 
为 （ n -1) 维射影空间（其点即余切空间中过原点之直线）而得. 

接触元素是由切空间上的 1- 形式给出的，而此元素即该形式的零值集.这个形式不为零而只 
定义到相差一个非零因子.但切空间上的形式即余切空间的一个矢量.所以切空间上一个定义到 
相差一个非零因子的非零形式即余切空间的一个非零矢量.它也只定义到相差一个非零因子，亦 
即射影化余切空间的一点. 

接触元素流形上的接触构造.在接触元素流形的切空间中有一特定超平面，称 
为接触超平面，定义如下. 

在 n 维流形的 (2 n - l ) 维接触元素流形中固定一点.我们可以视它为原 n 维流 
形的 （ n -1) 维切平面. 

定义 在接触元素流形的一个定点处的切矢量，如果它到 n 维流形上的投影位 
于该 （rz - 1) 维平面（即接触元素流形之定点）内，则它属于接触超平面. 

换言之，如果一个接触元素的接触点的速度不论此元素怎样变动均在此接触元 
素内，则此接触元素的位移属于接触超平面. 

例取 n 维流形的某个子流形以及所有切于它的 （n - 1) 维平面（即接触元素). 
所有这些接触元素构成接触元素的 (2 n - 1) 维流形的光滑子流形.这个子流形的维 
数是 n - 1,不论原来子流形的维数是多少(可以也是 n - 1维的，也可以维数较少甚 
至是曲线或点). 

接触元素的 （2 n - 1) 维流形的这个 （n - 1) 维子流形在其所有点上都切于接触 
超平面场（根据接触超平面之定义).所以 (2 n - 2) 维接触超平面场有一 ( n -1) 维积 
分流形. 
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问题 这个平面场有无维数较高的积分流形？ 

答 没有. 

问题 可不可以用接触元素流形上的 1- 微分形式给出接触超平面场？ 

答 不可以，即使原来的 n 维流形是一个欧氏空间（例如通常的二维平面）也不行. 

我们下面要证 明一个 n 维流形的接触元素所成的 （2 n - 1) 维流形的接触超平 
面场是非退化的. 

证明要用到余切丛的辛构造.问题在于，接触元素流形可用一简单方法与余切 
丛空间（其射影化就是接触元素流形）联系起来.此外射影化丛的接触平面场的非退 
化性又与给出余切丛以辛构造的2-形式的非退化性密切相关. 

我们提到的作法将在后面更广泛一些的情况下作出.具体说来，对于任意具有 
接触构造的奇数维流形我们可以作出它的“辛化”——高一维的辛流形.这两个流 
形——奇数维接触流形和偶数维辛流形的相互关系，和具有接触构造的接触元素流 
形以及具有辛构造的余切丛之间的关系是一样的. 

E . 接触流形的辛化 

考虑任意的接触流形，即一个奇数 iV 维的具有非退化（偶数 TV - 1维）切超平 
面场的流形.我们称这些平面 为接触 平面.每个接触平面在一点， 接触点 ，切于接触 
流形. 

定义 接触形 式就是流形在接触点处的切空间上的线性形式，其零值集即接触 
平面. 

应该强调，接触形式并不是一个微分形式而只是在一个切空间上的代数线性形 
式. 

定义 接触流形的辛化即此流形的一切接触形式的集，它具有以下定义的辛构 
造. 

我们首先要注意, 接触流形上的一切接触形式之集有一个自然的偶数 7 V + 1维 
光滑流形构造. 具体地说，我们可以把所有接触形式的集看作原接触流形的一个丛 
的空间.它到底空间的投影就是把接触形式射到接触点的映射. 

这个丛的纤维就是具有公共接触点的接触形式之集.所有这些形式可以乘以非 
零的数而互相得出（这样它们才定义同一个接触平面).所以丛的纤维是一维 的：它 
是直线除去一点. 

我们也要注意非零实数群以乘法运算作用在一切接触形式之流形上，即是说 ，一 
个接触形式和一个非零数之积仍是一个接触元素.这样，群作用在此丛上并使纤维 
不变（当接触形式乘以常数时,接触点不变). 

注 迄今没有用到平面场的非退化性.它只在保证辛化所得流形为辛流形时需要. 
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例 考虑 n 维光滑流形的一切接触元素所成的 （2 n - 1维）流形.在接触元素流 
形上有一超平面场（前面定义并称为接触超平面).因此我们可以辛化接触元素流形. 



辛化的结果得到一个 2 n 维流形.它是原 n 维流形 
的余切丛空间除去零矢量.非零实数群以乘法作用在纤 
维上就归结为用非零实数去乘佘切空间中的矢量. 

在余切丛上有一个特殊的 1- 形式 u pdq ^. 在由接触 
流形辛化而得的任意流形上也有一个类似的 1- 形式. 



图237接触流形的辛化 


辛化空间上的典则 1- 形式 

定义 接触流形的辛化空间上的典则 1- 形式是一个 
1- 微分形式 a ， 它在切辛化空间于某点 p 的矢量 f (图 


237) 上之值定义如 下：视 p 为接触流形之切空间上的 
1- 形式, 7 T 为辛化空间到接触流形上的投影，于是定义 


a( 《） =p(?r + 0* 

定理 接触流形的辛化空间上的典则 1- 形式的外导数是一个非退化2-形式. 

系 接触流形的辛化空间上有一个辛构造，它由该奇数维流形的接触构造所典 
则地（即唯一而无任意性地）决定. 

定理的证明 因为定理的论断是局部性的，只需在一点的小邻域上证明就 行了: 
在接触流形一点的小邻域中，可由接触流形上的一个微分形式 a ; 给出一个接触平面 
场.我们固定一个 1- 形式 u ;. 

我们可以用同样的记号表示接触流形在该邻域上的辛化空间，即该邻域与去掉 
一点的直线的直积.具体说，对于&， A ) —— x 是接触流形上一点， A 是非零数——有 
一 接触形式由: c 点的切空间上的 Mt 分 形式〜 给出.于是在辛化空间的这一部分, 
我们定义了一个值不为零的函数 A . 需要强调， A 只是辛化流形的一个局部坐标，而 
且不是典则定 义的： 它依赖于 a ; 的选取.典则 1- 形式 a 用我们的记号可以写作 


a = A7t*cj, 

而与 u ; 的选取无关.于是典则 1- 形式 a 的外导数为 


da dX A 7r*c<^ + XTt^du. 

我们要证明2-形式如非退化，即对辛化空间的任一切矢量 f 可以找到矢量7? 
使 da (^ 7?) ^ 0. 我们在以下类型的切于辛化空间的矢量中来找77.若 C 切于纤维， 
即 7 TJ = 0,我们称它是铅直的.若€切于 A 的等值面，即 d \(0 = 0,我们称它为水 
平的.若4在接触流形上的投影在接触平面内，即 w (7 r *0 = 0 (换言之, a (《） = 0), 我 
们就称€为接触矢量. 
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我们来计算形式 cfa 在一对矢量 (^) 上 的值： 

da(£,,r]) — (dA A 7r*o; )(《，"）+ (入 7r*du;)l^,7j)_ 

设《不是接触矢量.取 7? 为非零铅直矢量= 0,于是第二项为零而第一项等于 

-叫咖«)， 


因为7?是非零铅直矢量而纟不是接触矢量故它不为零.故当《不是接触矢量时已经 
找到了 // 使 da (^, 7 j ) 7 ^ 0. 

今设《是接触矢量但非铅直的.则可取/?为任意接触矢量.这时第一项为零，而 
和即第二项，化为 Adci (7 T *^, 7 T *7/). 因为4不是铅直的，故矢量在接触平面内而不 
为零.但2-形式心在接触平面内是非退化的（由接触构造的定义).所以存在一个接 
触矢量77使7^ 0. 因为 A 一 0,我们就找到了一个矢量7?使 da (^7]) ^ 0. 
最后，若€是非零的铅直矢量，取 r ? 为任意的非接触矢量即可. 口 

注 1- 形式 a 和2-形式 da 的作法适用于任意的具有超平面场的流形而与非退化条件无关. 
然而2-形式 da 只在超平面场非退化时才定义一个辛构造. 

证 设场是退化的，即在场中一平面上存在非零矢量 f 使对该平面中-切矢量 r /， M ^^) = 
0. 对于这种 ^,^(^,7/0 作为 r / 的线性函数，是一个在场中此平面上恒为零的线性形式.所以存 
在一个不依赖于 r / 的数 / x 使对切空间中的一切矢量 r ?' 有 

现在取$为辛化流形的切矢量使 7 T 4 = f 这矢量纟可以加一个待定的铅直矢量项，我们要 
证明，适当取这一项就会有 

= 0对一切7/成立. 

da 公式的第一项等于 c / A ⑹ u ;(7 T *?7)( 因为 cj (7 t *€) = 0). 第二项等于 Ada ;(7 r *^,7 r *7?) = Xymj ^^ r }). 
选€的铅直分量使 dm = - A / X . 这样€将是斜正交于所有7?的. 

于是，若 da 是一辛构造，则相关的超平面是一个接触构造. □ 

系 接触超平面场在任意光滑流形的所有接触元素的流形上定义一个接触构造. 

证 利用 n 维光滑流形上的 (2n - 2) 维接触平面场作出的所有接触元素成为一 
个 (2n - 1) 维流形，根据其作法，它的辛化是该 n 维流形的余切丛空间除去零余切 
矢量.辛化空间上的典则 1- 形式 a 就是佘切丛上过去记为 “ P 向”的 1- 形式，它在哈 
密顿力学中是基本的（见节 37). 所以它的外导数 da 就是定义相空间的通常的辛构 
造的形式 dp A dq . 所以形式 da 是非退化的，而由前面的注知，接触超平面场是非退 
化的. 口 


F . 接触微分同胚和矢量场 

定义 一个接触流形到其自身的微分同胚称为接 触微分同莊， 如果它保持接触 
构造，即变超平面场的所给构造中的每个平面为同一场中的平面. 
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例 考虑一个 n 维光滑流形的接触元素的 (2 n - l ) 维流形以及其通常的接触构 
造.每个接触元素把原 n 维流形的切空间分成两半,选定一半称为“正侧”. 


我们称定了侧的接触元素为（横截） 有向接触元素. 

n 维流形的有向接触元素构成一个 （2 n - 1) 维光滑流形并有自然的接触构造 
(它是通常的未定向接触元素之流形的二重覆盖). 

现在设原来的 n 维流形上给了黎曼度量.于是在定向接触元素的流形上有“测 
地流”这个流在 时间〗 以后所成的变换定义如下.我们从接触元素的接触点沿着 
正交于此元素的测地线向正侧方向往外走.在 t 时间内我们都是将接触点沿测地线 
移动并使此元素正交于测地线.在时间《后就得到了新的有向元素.这样我们定义了 
有向接触元素的测地流. 

定理 有向接触元素的测地流由接触微分同胚构成. 

这里不给岀证明了，因为它只不过是惠更斯原理用新的术语来重述（参看节 46). 

定义 接触流形上的矢量场称为 接触矢量场， 如果它是接触微分同胚的单参数 
(局部）群的速度场. 


定理 接触矢量场的泊松括弧仍是接触矢量场.接触矢量场构成接触流形上一 
切光滑矢量场的李代数之子代数. 

证明由定义直接可得. 


G . 接触微分同胚和接触矢量场的辛化 


对接触流形的每一个接触微分同胚，都有其辛化流形的一个典则地作出的辛微 
分同胚.这个辛微分同胚与辛化流形上非零实数群的乘法作用可换，并可按下述作 
法来定义. 

回忆一下，辛化流形上的一点就是原接触流形上的一个接触形式. 

定义 接触点为 X 的 接触形 式；) 在接触流形到其自身的接触微分同胚/作用下 
的像就是形式 

f \ P = (//( x )) _1 P - 

用简单的话讲 就是： 把形式^从^的切空间用微分同胚它在 Z 点的导数定 
义了 0：与/ (2： )处切空间的同构）搬到/(岣的切空间上.因为/是接触微分同胚, 
所以仍是接触形式. 

定理 以上定义的接触流形之辛化空间到其自身的映射/!是一个辛微分同胚， 
而且与非零实数群的乘法作用可换，并保持辛化空间上的典则 1- 形式. 

证 这定理的结论由以下事实 可得: 典则 1- 形式、辛2-形式与非零实数群的作 
用都是由接触构造自己决定的（作它们时并没有用到坐标与非不变的工具)，而微分 


①严格地说，我们需要黎曼流形是完全的，即测地线可以无限地拓展. 
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同胚/则保持接触构造.由此可知力保持所有应用接触构造不变地做出来的对象， 
其中 就有： 1- 形式％其导数也以及群的作用. 口 

定理 接触流形的辛化流形的每一个与乘法群的作用可换的辛微分同胚都 （1) 
作为接触微分同胚而投影在原接触流 形上； （2) 保持典则 1- 形式 a . 

证 每个与乘法群的作用可换的微分同胚都投影为接触流形的微分同胚.为证 
明它是接触微分同胚，只需证明定理的后一论断（因为只有使 a (《） 二0的矢量才投 
影到接触平面上). 

为证明第二个论断,我们把《沿任一路径 7 的积分用辛构造来 表示： 

/ a = lim II da , 

这里二维链 a 卜）是由 7 乘以区间中的一切数而得的边缘除 7外还有两个 
铅直区间以及路径 e 7 . a 在铅直区间上积分为零，而在£7上的积分随 e 趋于零. 

由2-形式 da 的不变性及微分同胚 P 与乘法群作用的可换性即知对任意路径 



因此微分同胚 F 保持 1- 形式 a . □ 

定义 接触矢量场的辛 化由以下作法 定义： 把这个场看作接触微分同胚的单参 
数群的速度场.辛化这些微分同胚.考虑所得辛微分同胚的单参数群之速度场，它称 
为原矢量场的辛化. 

定理 接触矢量场的辛化是一个哈密顿矢量场.可以选取哈密顿函数使它在非 
零实数的乘法群作用下是一次齐 性的： 

H ( Xx ) = XH ( x ). 

I 

反之，辛化接触流形上的每一个哈密顿场，若其哈密顿函数是一次齐性的，都可以投 
影到接触流形上成为一个接触矢量场. 


证 接触微分同胚的辛化为辛微分同胚这一事实导出接触场的辛化为哈密顿场. 
哈密顿函数的齐性可由辛微分同胚的齐性（来自它与乘以 A 的可换性）导出.因此定 
理的第一个论断可由接触微分同胚的辛化之定理得出. 

第二部分也可以这样由齐性辛微分同胚得出.定理证毕. □ 

系 矢量场的辛化是接触矢量场的李代数到所有局部哈密顿矢量场（但其哈密 
顿函数是1次齐性的）的李代数的同构. 

证明是明显的. 
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H . 接触构造的达布定理 

达布定理是关于接触构造的局部唯一性定理.它可以用以下三种方式的任一种 
来表述. 

定理 所有同维数的接触流形都是局部接触微分同胚（即是说，一个接触流形 
之任一点的充分小邻域必可微分同胚地映到另一同维接触流形之任一点的一个邻域 
上，且把前者的指定点变为后者的指定点，把前一邻域的平面场变成后一邻域的平 
面场). 

定理 每个 2 m -1 维接触流形均局部接触微分同胚于 m 维空间的接触元素流 
形. 

定理 每个定义 2 n+l 维流形的非退化超平面场的 1- 微分形式都可在某个局 
部坐标中写为 


uj = xdy + dz , 

这里 X = ( xi ,-- = (2/1，. . . ， 2/n) 和 Z 是局部坐标. 

很清楚，前两个定理可以由第三个得出.我们将从辛构造的2-形式的标准形式 
的类似的达布定理（参看节 43) 得出它. 

达布定理的证明 将流形辛化.在新的 （2 n + 2) 维辛流形上有典则 1- 形式 a ， 
非退化2-形式到原接触流形上的投影 7 T 和每点一个铅直方向. 

在接触流形上给的 1- 形式 w 在每点上定义一个接触形式.它们构成辛流形的 
(2 n + l ) 维子流形.投影 tt 将此子流形微分同胚地映到原接触流形，而铅直方向与 
此子流形交角不为零. 

在刚才作的曲面上（在辛流形内）取一点使在我们关心的接触流形之点上方.我 
们可在辛流形该点附近取一局部坐标系使 

da = dpo A dqo H - dp n A dq n , 

而且坐标平面 = 0 与 （2 n + 1) 维流形重合（参看节 43, 那里在证明辛达布定理时 
第一个坐标可以任意选取). 

现在我们注意,1-形式 podqo +…+ p n dq n 的导数是 da , 于是局部地有 

a = podqo 4- Pidqi H - h p n dq n + dw . 

w 是一个函数而在原点可取为零.特别是,在曲面 po =0 上， a 之形状为 

a lpo=：o = Pidqi H - h p n dq n + dw. 

用投影 TT 可以把坐标 qu …也 和函数切搬到接触流形上去.准 
确些说，可以用公式 


Xi(7rA) Pi{A) 1 y i (7rA) = qi(A),z(7rA) = w ( A ) 


来定义函数和是曲面 po = 0上一点. 


于是我们得到 


w = xdy 4- dz, 


余下的只是要验证（心，…， x n ; yi ，… , y n ; z ) 构成坐标系.为此只需验证扣对 go 的 
偏导数不为零,换言之即验证 1- 形式 a 在坐标方向如的矢量上不为零.后者等价 
于2-形式 da 在下面的一对矢量上不为零:如方向的基底矢量和铅直矢量. 

但坐标方向如的矢量斜正交于坐标平面 ^ o -0 上的一切矢量.若它也斜正交 
于铅直矢量，则它将斜正交于一切矢量，这与之非退化性矛盾.于是 盖一 0而 

定理证毕. 口 


I . 接触哈密顿函数 

设一接触流形的接触构造是由 1- 微分形式^给出的，而且此形式是固定的， 

定义 接触流形在其辛化中的 w -嵌入即一映射,将接触流形的点映为 w 在此 
点切平面上的限制. 

定义 具有固定 1- 形式 u ; 的接触流形上的接触矢量场的 接触哈密顿函 数就是 
此流形上的一个函数 X ，它在每点的值即此场的辛化之齐性哈密顿函数丑在此点 
的0；嵌入的像上之值： 

K { A ) = H ( uj \ a )^ 

定理 具有给定 1- 形式 u ; 的接触流形上的接触矢量场 X 的接触哈密顿函数 K 
等于形式 a ; 在此接触矢量场上 的值： 

K = uj ( X ). 


证我们将要用到把通常的哈密顿函数在一路径上的增量表为矢量场与接触构 
造的式子（见节 48 B ). 为此作经过辛化上的 B 点之铅直区间 { AB }，0 < A 彡1，我们 
正是要在 B 点计算哈密顿函数.这个区间在场 X 的辛化流作用下在一小段时间 t 
内的移动盖满一个二维区域 < y { r ). 哈密顿函数在 B 点的值等于极限 

H ( B ) = lim r -1 [ f da , 

0 JJa(r) 

因为当 A 4 o 时 H ( XB ) 0. 但形式 da 在此区域上的积分等于 1- 形式 a 在由 
B 之轨迹所成的边上的积分（边缘其他部分上积分为零).因此这个二重积分就是 
1- 形式 a 沿轨迹区间上的积分,而其极限即 a 在辛化场的速度矢量 F 上之值 • 于是 
K ( ttB ) = = 0；(叉)，是所求证 . 口 



J. 计算公式 

现在设用达布定理中的坐标，而有标准形式 

0 ； = xdy + dz，x = On,... ， x n )，y = (yi, … ， y n ). 

问理求具有给定接触哈密顿函数夂 = K(x ， y,z) 的接触场的分量. 

答接触流之方程形为 

{ X = —Ky + xK z ^ 

V - K x , 
z = K-xK x . 

解法辛化中的一点可由 2 n + 2 个数 Xi ， yi , z 与：\ 给出， ( x , y , z ) 是接触流形中点的坐标 ， A 
是必须用以乘 a ; 才能得到辛化空间中已知点的数. 

在这些坐标中 Q ： = Xxdy + Xdz. 故在坐标 p ， g 中，这里 

P = (P,Po), V = Aa:, po = 入， 

Q = ( 9 ^ 0 ), q = y, qn 


形式 a 取标准形 


pdq y da = dp A dq 


乘法群的作用 T m 现在化为用一数去乘 p : 


以 p’g) = (w ， g). 

接触哈密顿函数 K 可以用通常哈密顿函数丑二 H(p ， g ， p 0 ,q 0 ) 表示为 


函数丑对 p 是一次齐性的. 
y，qo = z) 的偏导数间有 


K{x,y,z) = H(x,y,l,z). 

因此在点 （; r ,2 A 5：) 的偏导数与 i ? 在点 （p = x y p 0 = l，q 


H q = K v ， H qo =K z ， 

Hp — y ^Pr\ = Xl^x 


这样的关系式.因此以孖为哈密顿函数的哈密顿方程组在所考虑的 点上的 形状是 


+ x\ = — A = — 

y = K x , j = K - xK x 


由此即可得以上答案. 

问题求具有接触哈密顿函数尺和的两个接触场的泊松括弧的接触哈密顿函数. 

答 （ K , /O + K Z EK， - K f z EK, 圆括弧表示对变量 o : 和 y 的泊松括弧， E 是欧拉 算子: 
EF = F — xF x - 



解法 用上题解法的记号，我们必须把齐性哈密顿函数 H ， H f 在点 （p == x , p 0 = hq = 
y ， q 0 = z ) 处的通常的泊松括弧用接触哈密顿函数 ii ： 和表示出来.我们有 

= H g H f p - HX+W H Po H f qo . 

将前题中的偏导数值代人，即知在所讨论的点上 

( H ,^) = K v K f x — K x K f y + K z ( K f - xK f x ) - K^K 一 xK x ). 


K . 勒让德流形 

辛相空间的拉格朗日子流形在接触情况下对应于一类有趣的流形，称为勒让德 
流形，因为它们和勒让德变换密切相关. 

定义 （2 n + 1) 维接触流形 的勒让德子流 形就是接触平面场的 n 维积分流形. 

换言之它是非退化平面场的维数最高的积分流形. 

例 1切于 m 维流形的一个任意维子流形的所有接触元素之集是一切接触元 
素之 （2 m - 1) 维的流形的 （m ~ 1) 维勒让德子流形. 

例 2设在坐标为 （々，•••，〜， /) 的 （n + 1) 维欧氏空间中有函数/ = cp ( x ), 
作切于其图像的所有平面，又作图像所在空间的一切非铅直超平面元素，而成一个 
(2 n + l ) 维空间，上述图像的切平面之集就是其勒让德子流形（接触构造由以下 1- 形 
式 

to = pidxi H - \-p n dx n — df 

给出.坐标为 (P,X,f) 的元素平行于平面/ = PiX ! +… ~hp n X n 而经过点 
勒让德变换可以用它们表示 如下： 

考虑另一个坐标为 （ P , X ， P ) 的 (2 n + 1) 维接触空间，其接触构造由下式给出 

^ = PdX - dF. 

勒让德对合就 是一个映射,它把第一空间中坐标为 ( p ^ xj ) 之点，变为第二空间 

之点 

P = x, X = p, F = px — f. 

很容易算出，勒让德对合把第一个接触构造变成第二个.很清楚，我们有 

定理 若一个接触流形到另一个接触流形上的微分同胚变接触平面为接触平面， 
则也把勒让德流形变为勒让德流形. 
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特别是，在勒让德对合下切于函数图像的平面元素所成的勒让德流形变成新的 
勒让德流形.新流形称为原流形的勒让德变换. 

新流形在坐标为 ( X , F ) 的空间（平行于 P 方向）的投影一般不是光滑流形而有 
奇性.这个投影称为函数^的图像的勒让德变换. 

若函数 < p 为凸，则投影本身也是一个函数 F = HX ) 的图像.这时$称为函数 
if 的勒让德变换. 

另一个例子是，考虑有向接触元素在黎曼流形的测地流作用下的运动.我们以 
这黎曼流形的某个光滑子流形（维数任意）作为“初始波前”.切于此子流形的有向 
接触元素在所有接触元素的空间中构成一个勒让德流形.由前之定理有 

系 切于一个波前的元素之族在测地流作用下经时间 t 被变化为所有接触元素 
空间的一个勒让德流形. 

应该要注意，这个新勒让德流形可能不是切于某光滑流形的所有元素的族，因 
为波前可能产生奇性. 

〆 

这样产生的勒让德奇性可以用类似于描述拉格朗日奇性（见附录 12) 的方法去 
描述.一个 （2 n + 1) 维接触流形的勒让德纤维化是纤维为 n 维勒让德流形的纤维 
化.勒让德奇性就是 （2 n + 1) 维接触流形的一个 n 维勒让德子流形到勒让德纤维化 
的 （n + 1) 维底空间上投影的奇性. 

考虑具有 a = xdy + dz 所给出的接触构造的空间 R 2n ^\x = (&，•■• ， x n ),y = 
(1/1，… ， yn ). 投影 { x , y , z ) ( y , z ) 给出了一个勒让德纤维化. 

勒让德纤维化的等价就是纤维化全空间的一个微分同胚而将第一个丛的接触构 
造与纤维变为第二个丛的接触构造与纤维.可以证明，每一个勒让德丛在丛空间每 
点附近均等价于上面作出来的特殊的丛. 

纤维化全空间的接触构造给纤维以射影空间的局部构造.勒让德等价保持这个 
构造，即定义了局部的纤维之间的射影变换. 

以下的定理使我们能用生成函数来局部地描述勒让德子流形和映射, . 

定理 将指标集（1，... ， n ) 任意分划为两个不相交子集 J + J , 则对 n 个变量 
€ IJ e J 的任意函数 S ( x It yj ), 


ds 

yi = 


Xj = — 


dS 


dyj’ 


z = S ~ xj 


dS 

dxj 


定义 M 2 n +1 的一个勒让德子流形.反之， M 2Tt+1 的每个勒让德子流形在每一点 
附近都可以用至少一种 /( 共有尸种可能的 /) 按以上公式来定义. 

证明基于这样一个事实，即在一个勒让德流形上 dz^xdy = 0,从而 d ( z + x iyi ) = 

yidxi — xjdyj . □ 

在以上定理的公式中，可以把 S 代以附录12中所列举的简单拉格朗日奇性.我 
们就会得到勒让德奇性而为勒让德映射 ( x , y , z )^ ( y , z ) 的小变形所保持（即在函数 
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S 有小变形时仍被变为等价的奇性).当72 < 6时,每个勒让德映射都可用一个映射 
去逼近，而此映射的奇性都局部地等价于 A k {l < fc 彡 6), D fc (4 彡 A ; 彡 6) 与 E 6 之奇 
性 • 

特别是我们可得出在维数小于7的空间中处于一般位置的波前的奇性的表. 

在通常的三维空间中，这个表是 

Ai : S — 土 A 2 : S = 土 X !， A3 ： S = 4- x \ y2 ^ I = {1}, J = {2}, 

而 n = 2. 

这里指出的勒让德流形到勒让德丛的底空间的投影（即到坐标为 yi ， m ， z 的空 
间的投影）是在皋时是一个简单点，也时是尖点边缘，4时是“燕尾”(参见图 
246). 

所以在三维空间中， 一 般位置的波前只会以尖点和燕尾为奇点.在波前运动的 
个别的时刻,我们可以看到 A 4 ,£) 4 -和三种类型之间的转换（参见附录12,那里 
画出了波前运动中由奇性所生成的聚焦面). 

问题1在平面椭圆每一个内法线上取一段长为 t 的区间.画出所得曲线并研究其奇性以及 
当 t 变化时的转换. 


问题2对三维空间的三轴椭球作同样的事. 


L . 接触化 

除了接触流形的辛化外，还有辛构造上同调于零的辛流形的接触化. 

辛流形 （ M 2 n ， o ; 2 ) 的接触化 E 2n + 1 就是作 M 2n 上以 R 为纤维的空间.令 C 7 
是 M 中 x 点的充分小邻域而在 C / 上有典则坐标系 P ，q 便 uj = d P Adq. 考虑直积 
UxR , 其坐标为令 V x M 是在另一个（或即同一个）邻域 F 上作的同样直 
积，坐标为 P 1 Q,Z；dPAdQ = co. 若 C / 与 F 在 M 2n 上相交，则我们把交集处的有 
两种表示的纤维看成等同的，而形式 dz + pdq =必+ PdQ = a 定义在整个交集上 
(这是可能的，因为在 C / n K 上 PdQ - pdq 是全微分). 

容易验证,这样把小邻域粘起来后就得到 M 2n 上的丛 E 2 ^ 1 而 a 在上 
定义一个接触构造.流形五 2 n +1 称为辛流形 M 2 - 的 接触化 .若 J 的上同调类是整 
数，则可以定义以 S 1 为纤维的接触化. 

M . —阶偏微分方程的求积 

令 M 2 n +1 为接触流形， E 2 n 为其中的超曲面 . M 2 n +1 的接触构造在 E 上定义某 
个几何构造——特别是所谓特征方向场.分析这个几何构造就可将求解一般的一 
阶非线性偏微分方程化为求积一个常微分方程组. 

我们设 流形丑 2 "在各点均横截于接触平面.这时各点的切平面与接触平 
面之交的维数为 2 n - 1，于是在上有一超平面场.此外 M 2 〜 1 的接触构造在 
E 2n 上定义一个位于这些 （2 n - 1) 维平面内的直线场. 
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事实上,令 a 为在 M 2 — 1 上局部给出接触构造的 1- 形式; 令 u ; = da 而 R 2 " 为 
a : G E 2 n 处的接触平面. 令龟= 0为 E 2 n 的局部方程（从而在 : c 点# 0) •神在 
E 2n 上的限制定义了 M 2 " 上的一个线性形式 .2 -形式 o ； 给以辛空间的构造，从 
而也给出 R 2 " 与其对偶的同构.非零 1- 形式 d ^\ R 2 n 相应于上的非零矢量 f 使 
d ^(.) = cu ( Cr )- 矢量€称为流形五 2 n 在: c 的特征矢量.它位于 R 2 n 与 E 2n 的切平 
面的交内，故神 (0 = 0. 

矢量纟并不能由流形和 M 上的接触构造唯一地决定，而是相差一个非零 
数因子.事实上，正如 R 2 " 上的2-形式 a ; —样， R 2 " 上的 1- 形式也只定义到相 
差一个非零数因子. 

特征矢量的方向（即包含它的直线）由流形五在各点的接触构造唯一地决定. 
于是在接触流形 M 的超曲面五上有特征方向场.这个方向场的积分曲线称为特征. 

现在设在我们的超曲面五 271 中有一个 （n - 1) 维子流形 J ， 它是接触场的积分 
(于是/在每点的切平面包含在接触平面内). 

定理 若在/上一点: z: 处 E 2n 的特征不切于 J, 则在 x 的一个邻域中，过 J 上 
备点的 B 2 n 的特征构成 M 2 n +1 的一个勒让德子流形. 

证 令 （ 是五 2 n 上由特征矢量形成的矢量场.由同伦公式（见节 36 G )， 在五 

上有 

L^ct = di^a + i^dot. 

但因特征矢量属于接触平面从而 々 a = 0. 所以在五 2 n 上有 “a == “ a ;. 但1-形 
式在五 2 n 的切平面与接触平面之交上为零（因为在接触平面上 ka ; = 而在 
切平面上= 0). 故在五 2 n 的切平面上 & a ; = m . 于是在超曲面五上 

L^ot = cct 


( c 是在 rr 的邻域中光滑的函数). 

现令{ 〆 }是场《的（局部）相流，矢量 W 切于丑 2 n . 记响）= 9 1 -^) = a (7?( t )). 


则函数 y 满足线性微分方程 


dy = 
dt 




若 77 ( 0 ) 切于/，则？/(0)二 a ( rf (0)) = 0. 这意味着?/⑴= a (7? ⑷ ） = 0,即/;⑷对 
一切〖位于接触平面内.故 〆 J 是接触场的积分流形.故对小的 t f { g ^} 构成的流形 
是勒让德流形. 口 


例 考虑坐标为 : ri , … , X n ； Pl , - - - , Pn ； U 的空间 IR 2n+1 ， 且 1- 形式 o ; = du - pdx 
定义一接触构造.函数 电 ( x ， p ， u ) 定义一个微分方程 屯 ( x , du / dx ， u ) = 0及 R 2n+1 的 
子流形五= 少 -HOX 称岁 R " 上的函数之1~ 节 （ jet ) 空间). 

方程 ^ = 0 的 初始条 件即在坐标为 : ，如的 n 维空间的 （n - 1) 维超曲面 
r 上指定^之值 /. 
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初始条件在 r 上每点的 n - 1个独立方向上决定了 w 的导数.横截于 r 的方向 
上 u 之导数一般可由方程决定；若隐函数定理的条件满足，则初始条件称为 非特征 
的. 

非特征初始条件定义了形式 a 的一个 （n - 1 ) 维积分子流形即映射 W = 
f(x), P = p(x),xeT 的图像) 五 上与 J 相交的特征构成 M 2 " +1 的勒让德子流形，即 

u = u(x),p = ^之像.函数 u ( x ) 是方程少卜= 0在初始条件 w|r = /下 
的解， 

注意，为了找出函数 IX ,我们只需求解 E 上的特征的一组 2 n 个一阶常微分方 
程,再作一系列“代数”运算. 





附录 5 具有对称性的动力系统 


由诺特定理，动力系统的单参数对称群决定首次积分.若一系统有较大的对称 
群，则有几个首次积分.这些首次积分的等值流形在相空间中之交是相流的不变流 
形.对称群中把这个不变流形映到自身的映射，组成一个子群作用在此流形上.在 
许多情况下我们可以考虑流形对此不变流形的商流形，以及这个子群在其上的作用. 
这个商流形称为化约相空间，并有自然的辛构造.原来的哈密顿动力系统在化约相 
空间中又诱导岀一个哈密顿系统. 

相空间分划成几个首次积分的等值流形的交，一般会出现奇点.相平面之分划 
为等能曲线是一个例子. 

我们将在这个附录中简要地讨论化约相空间中的动力系统及其与原空间的不变 
流形之关系.所有这些问题雅可比和庞加莱都研究过（例如多体问题中“结点的消 
去”，有对称性的方程组之“降价”，刚体之“恒定旋转”等等).使用当代术语的详细 

的叙述可在以下各文中找到： S . Smale ,[2] 以及 J . Marsden , A . Weinstein ,[ l ]. 

A . 李群的泊松作用 

考虑一个辛流形 ( M 2 -,^ 2 ) 并设李群 G 作为辛微分同胚群作用其上.于是， G 的 
每个单参数子群都作为局部哈密顿相流作用在 M 上.在许多重要情况下,这些流具 
有单值的哈密顿函数. 

例设 V 为光滑流形, G 是 F 上微分同胚的李群.因为微分同胚变 K 上的1-形 
式为 1- 形式.故群 G 也作用在余切丛 M 二:上. 

回忆一下，在余切丛上恒有典则 1- 形式 a ( W ) 和自然的辛构造^二如.群 
G 在 M 上的作用是辛变换，因为它保持 a 从而也保持 da . 
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G 的单参数子群{ V }定义 M 上的相流.容易验证它有单值的哈密顿函数.事 
实上,诺特定理中的公式给出了这个哈密顿 函数： 


H ( x ) = a 


d_ 

dt 


e M 


现在设有李群 G 在连通辛流形 M 上的辛作用，使对 G 之李代数的每个元( X 相 
应一个具有单值哈密顿函数札的辛微分同胚的单参数群.这些哈密顿函数可以加 
一 个待定常数，而且可选此常数使 札对 a 的关系是线性的.为此只需对 G 之李代 
数的一组基底矢量的哈密顿函数任选以上常数，再定义代数中任意元素的哈密顿函 
数是基底函数的线性组合. 

这样，给定了李群 G 的辛作用以及 M 上的一个单值哈密顿函数，就可作出由 
G 的李代数到 M 上的哈密顿函数的李代数的线性映射.对应于李代数中两个元的 
交换子 h 6] 的 H [aM 等于泊松括弧 { H a 、 H b ), 或与之相差一个 常数： 

H [aM = ( H ai H b )+ C ( a , b ). 

注 上述公式中出现常数 C 是一个有趣的现象之结 果:即 （整体）哈密顿场的李代数有二维 
上同调类存在. 

量 C ( a ,6) 是李代数上的双线性斜对称函数.由雅可比恒等式有 

C([a, 6],c) 4- C([6, c],a) + C([c, a],6) = 0. 

李代数上具有这个性质的双线性斜对•称函数称为李代数的 二维上循环. 

若另取哈密顿函数中的常数,则上循环 C 将变成这里 

C ; (a, 6) = C(a, b) + p([a,6]). 

是李代数上的线性函数.这样一个上循环称为上同调于 一类 彼此上同调的上循环称为李 
代数 的上同调类. 

因此， 有单值哈密顿函数的群 <7之辛作用定义了 G 之李代数的一个二维上同调类.这个上同 
调类度量了群的作用与以下的作用偏离的程度，即交换子的哈密顿函数等于哈密顿函数之泊松括 
孤的那一种群作用. 

定义 一个连通李群在辛流形上的作用称 为泊松 作用，如果单参数子群的哈密 
顿函数是单值的，而且选取得线性依赖于李代数之元，并使交换子的哈密顿函数等 
于哈密顿函数的泊松 括弧： 

丑 [a ， b] = (丑 a ， 丑 i>). 

换言之,群的泊松作用定义了群的李代数与哈密顿函数的李代数的同态. 

例令 F 为光滑流形,李群 G 作为微分同胚群作用在 V 上 .M = 是 V 之 


余切丛并有通常的辛构造 


da . 单参数子群的哈密顿函数的定 义是: 


H a ( x ) = a 


d _ 

dt 


x € T * V . 


⑴ 


定理 此作用是泊松的. 
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证由 1- 形式的定义，哈密顿函数 礼“ 对动量 P ” 是线性的（即在每个余切 
空间上是线性的).所以其泊松括弧也是线性的.这样函数 H [aM - ( H a ： H b ) 对 p 是 
线性的.但因它是常数,所以等于零. 口 

同样可证任一接触作用的辛化是泊松的. 

例令 V 为三维欧氏空间, G 为其六维运动群.下面六个单参数子群构成李代 
数的 基底： 沿坐标轴 quq2 , qs 的速度为1的平移，以及绕这三个轴角速度为1的旋 
转.由⑴，相应的哈密顿函数（用通常记号）是 PuP2 , P3 ； M u M 2 , M ^ 其中恥= 
收 P 3 - P 2 奶等.定理指出了，六个函数每一对的泊松括弧等于相应单参数群的交换 
子的哈密顿函数. 

群 G 在辛流形 M 上的泊松作用定义了 M 到 G 的李代数的对偶空间内的映 
射： 

P:M 

即是说，固定 M 中的 x 点并考虑一函数，它在李代数的元 a 处取的值是哈密顿 
函数丑 a 在定点 x 之值： 

Px(°) = H a {x) 

Px 是李代数上的线性函数，即李代数之对偶空间相应于 Z 的元： 

P{x) = p X ' 

按照 Souriau 的说法（见 Souriau [ l ]), 我们称映射 P 为矩.注意矩之值总是空间 
g * 的元. 

例令 V 为一光滑流形，李群 G 作为微分同胚群作用在 V 上 ， M = T ^ V 为余 
切丛, if a 是上面作的 G 在 M 上的作用的哈密顿函数. 

这时“矩”映射 P : M — p * 可以描述 如下： 考虑 G 的所有元作用在 M 中定点 
a ; 上生成的映射 电 ：G — M (企⑷二 gx ). M 上的典则 1- 形式 a 在 G 上诱导出 1- 形 
式它在 G 的恒等元上的限制是李代数上的线性形式. 

故对 M 中每一点: r 我们都附加上了李代数上的一个线性形式.容易验证，这 
个映射就是泊松作用的矩. 

特别是，若 F 是三维欧氏空间， G 是绕点0的旋转群，矩之值即通常的角 动量; 
若 G 是绕一轴的旋转，则矩之值即对于该轴的角 动量； 若 G 是平移群，矩之值即动 
量矢量. 

定理 在矩映射 P 之下，连通李群的泊松作用变成 G 在其李代数之对偶空间 
g * 上的余伴随作用（参看附录2)，即以下图式 可换： 
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系设哈密顿函数 孖 ： M — R 在 M 上群 G 的泊松作用下不变.这时矩是以 
H 为哈密顿函数的方程组的首次积分. 

定理之证 定理断言,单参数群的哈密顿函数被微分同胚 g 变为单参数群 
dM g - 1 的哈密顿函数 ^ Ad g a' 

令 g s 是以私为哈密顿函数的单参数群.只需证明丑和丑^^⑻对 
s 的导数当 s = 0时相等即可.第一个导数是 ( H a ，叫在 X 之值，第二个导数是 
H [ ayb ] ( x ), 因为作用是泊松的，定理得证. 口 

系的证明 在哈密顿函数为丑的相流方向上，矩的各分量之导数均为零，因为 
它等于函数丑在相应于 G 的单参数群之相流上的导数. 

A 

B . 化约相空间 

设有群 G 在辛流形 M 上的泊松作用.考虑矩的等值集，即某点 p e 〆 在 P 下 
之原像.记此集为 M p , 于是（图 238) 

M p = P ~\ V ), 


在许多重要情况下集 M p 是一个流形.例如当 p 
是矩的正则值（即若尸之微分在集 M p 各点均映 M 
的切空间到 0* 的 整个切 空间）时就是这样. 

一般说来，作用在 M 上的李群 G 把一个 M p 映 
到别的 M p . 然而余伴随表示中的点 p 的恒定子群 （ S[l 
由群 G 之适合 Ad；p = p 的元 g 所成的子群）使 M p 
不变.我们用记此恒定子群.群 G p 是一个李群， 
它作用在矩的等值集 M p 上. 



图238化约相空间 


将对群的作用求商，即可得到化约相空间.为使这个求商有意义，要作 
几个假设.例如只需下面的假设就 够了： 


1. p 是正则值,从而 M p 是一流形. 

2 . 恒定子群为紧. 

3. G p 之元作用在 M p 上没有固定点. 


注这些条件可以减弱.例如,代替群 G p 的紧性，我们可以要求其作用为适当的（即在映射 
( p , x )^ 下，紧集的原像仍为紧).例如群由左、右平移作用在其自身上总是适当的. 


若条件 (1),(2),(3) 满足，容易给在 M p 上作用的轨道集以光滑流形构造.具 
体说,在点 xeM p 的邻域中对轨道作局部横截面即可给出一个区图.此横截 
面的维数应等于轨道之余维数. 

所得轨道流形称 为具有对称性的力学系之化约相空间. 


我们用 F p 记相应于矩之值 p 的化约相空间.流形是丛 tt : M p — F p 的底 
空间，纤维微分同胚于 G p . 
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化约相空间 F p 上有自然的辛构造.具体说， 考虑在 f 点切于 F p 的矢量《与 
点/是群 G p 在流形上的一轨道.令 r 为其上一点.对于 M p 之某点: C 的切矢 
量施用投影 7T ： M P ^ F p 即可得到切于 F p 的矢量 C 与 7 ?. 

定义 在同一点切于化约相空间的矢量 （ 和 7] 的斜 数量积 即相应的切于原流形 
的矢量的斜数量积 


[d = KW]. 

定理①矢量€和77的斜数量积既不依赖于点： C 的选择也不依赖于代表它们的 
e ， rf 的选择，并给化约相空网以辛构造. 

系化约相空间是偶数维的. 

定理的证明 我们考虑 M 在: c 的切空间之以下两个子空间 

T ( M P ) :等值流形 M p 的切空间， 

T ( Gx ) : 群 G 的轨道的切空间. 

引理这两个空间在: TM 中互为斜正补交. 

证矢量 （ 在群轨道的切平面之斜正交补中当且仅当 C 和群 G 的哈密顿流的 
速度矢量的斜数量积为零（定义).但这些斜数量积等于相应的哈密顿函数在 （ 方向 
上的导数.所以矢量 C 在 G 的轨道的斜正交补中当且仅当矩在 C 方向的导数等于 
零，亦即 C 在: T ( M P ) 中.引理的第一个论断得证，第二个是显然的. 

代表元 f 和7/的选取可相差一项，即加上群轨道的切平面上的矢量.但这 
个切平面是轨道 Gz 与流形 M p 切平面之交 （ A 之最后一个定理).因此对^加上 
T { G p x ) 中的一个矢量不改变它与 T ( M P ) 中矢量 V 的斜数量积（因为由引理，: T ( G〆 ) 
与 r ( M p ) 斜正交).于是我们证明了与代表元的无关性. 

量与轨道/上的点: r 的无关性来自群 G 在 M 上的作用的辛性质及 M p 
的不变性.于是我 们在巧 上定义了一个2-微分 形式： 

Qpd ”） = K ， ”]p- 

它是非退化的，因为若对一切7?, K ，^]=0, 则相应的代表元 f 斜正交于 t ( M p ) 
中的一切矢量.故 f 必属于 T ( M P ) 在 TM 中的斜正交补.由引理 e T { Gx ). 从而 
4 '= 0 . 

形式％ 是闭的.为了证明这点，考虑一个区图，即子流形 M p 的横截于 G p 在 
一 点的轨道的一小块. 

①这定理的这种表述首先是由 Marsden 和 Weinstein 给出的.自雅可比以后考虑过它的许多特 
例，并曾由庞加莱及其后继者在力学中用过，基里洛夫 ( Khphjijiob ) 和科斯坦特 (Kostant) 在群论 
中用过，法捷耶夫 (< I > aAeeB ) 在广义相对论中用过. 
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在这一区图中， n p 由一个2-形式表示，它是由在全空间 M 上定义辛构造的2- 
形式 W 通过子流形的嵌入诱导出来的.因为是闭的，它诱导的形式也是闭的，定 
理 证毕. □ 

例 1 令 M = K 2 n 为 2 n 维欧氏空间，坐标为 Pk , q kl 2-形式为 Td Pk Adq k .令 
G = S 1 是圆周，而 G 在 M 上的作用由谐振子的哈密顿函数 给出： 

这时矩映射就是 M , 非零的矩的等值流形是球面5 2 --\商空间即复 
射影空间 CP n _K 

前面的定理在此复射影空间上定义一个辛构造.容易验证它与附录3中作出的 
辛构造是一致的，最多相差一个倍数. 

例2 令 K 为一李群的余切丛， G 为同一群而作用则为左平移.于是 M p 是 
G 的切丛中这样的矢量构成的子 流形： 它们在右平移到群的恒等元上以后，在李代 
数的对偶空间中定义同样的元素. 

于是，流形 M p 微分同胚于群本身而且是余切丛的右不变截面.所有 p 值都是 
正则值. 

点 P 的恒定子群 G p 由群的下面这些元素 组成： 用这些元素对 p 作左、右平移 
结果相同 . 的非恒等元素在 M p 上的作用没有不动点（因为群到自身的用非恒等 
元作的右平移没有不动点). 

群的作用是适当的（见上注).因此，群在 M p 上的轨道是辛流形. 

但是容易把这个 轨道空间与点 P 在余伴随空间中的轨道空 间等同起来.实际上， 
用左平移将余切丛 的右不变截面 M p 映到群的恒等元的余切空间中.我们得到一个 
映射 

7 T : M p g *. 

这映射的像是点 p 在余伴随表示中的轨道，纤维则是群 G p 的作用的轨道.这 
样，化约相空间的辛构造在余伴随表示的轨道中定义一个辛构造. 

不难用直接计算来验证，这和附录3中讨论的是同一构造. 

例3令群 G = f 是圆周而且没有不动点地作用在流形 F 上.于是有圆周在 
余切丛 M = T ^ V 上的作用.我们可定义矩等值流形 M p (在 M 中余维数为 1) 及商 
流形 F p (维数较 M 之维数小 2). 

此外，若视构形空间 V 上群的每个轨道上之点相同，即可作商流形.记此商流 

形为 

定理 化约相 空间凡 辛同胚于商构形流形 W 的切丛；微分同胚于凡 . 

证令 7 T : V — VF 为商映射 ， w e T * W 是在 W 上一点 a ; = 处的 1- 形式 Y 
上 t 点的 1- 形式 7 T % 属于 Mo 而映射到商凡中一点.反之，凡的元是 F 上之在轨 
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道上为零的不变 1- 形式; 它们定义 W 上的 1- 形式.我们已作出了映射 T*W F 0 ； 
容易看见这是一个辛微分同胚. 

p ^ O 的情况可化为 P = 0的情况如下.考虑 K 上一个对 G 不变的黎曼度量. 
M p 与 V 在点 V 的余切平面之交是一个超平面.由此度量定义的二次型在此超平面 
上有唯一最小点 S ( v ). 减去矢量 S ( v ) 可将超平量 M p nT * V v . 映入 MoAT - V ； .我 
们就得到了一个微分同胚％ —凡. 

C . 在研究恒定旋转与不变流形的分枝上的应用 

设有群 G 在辛流形 M 上的泊松 作用； 令好是 M 上在 G 作用下不变的函数. 
令 F p 是一化约相空间（我们设使它能有定义的条件都满足). 

具有哈密顿函数丑的哈密顿场切于矩的各个等值流形 M p (因为矩是首次积分). 
在 M p 上诱导的场对 G p 不变而在化约相空间 F p 上定义一个场 . F p 上的这个矢量 
场称为化约场. 

定理化约相空间上的化约场是哈密顿场.化约场的哈密顿函数在化约相空间 
任一点上的值等于原哈密顿函数在原来相空间的相应点上的值. 

证在具有辛形式 a ; 的流形 M 上定 义以丑 为哈密顿函数的哈密顿场 Xh 的 
关系式：对一切纟均有 

dH(0=uj(X H ^), 

由巧上辛构造的定义可得对化约场的类似关系. □ 

例 考虑固定在一恒定点的非对称刚体受重力（或任何对铅直轴对称的有势力) 
的作用. 

绕铅直线旋转的群炉作用在构形空间 50(3) 上.哈密顿函数在旋转下不变，由 
此我们得到化约相空间上的化约方程组. 

这时的化约空间是商构形空间的余切丛（见上面例 3). 构形空间被绕铅直轴的 
旋转作用的分解是泊松按以下方法作出的. 

我们通过给定一个标准正交标架 ( e 1? e 2? e 3 ) 的位置来确定刚体的位置.基底矢 
量的三个铅直分量给出了三维欧氏空间的一个矢量，这矢量之长为 1( 为什么?) . 泊松 
矢量7①可决定原标架但相差一个绕铅直线的旋转（为什么?) . 

于是，商构形空间可以由二维球面炉表示，而化约相空间即余切丛 T * S 2 , 余切 
丛的化约哈密顿函数可以表示为“化约运动的动能”(它对余切矢量是二次的）与“有 
效位能”(它是位能与绕铅直直线旋转的动能之和）之和. 


①泊松证明了，有重量的刚体的运动方程可以通过7写成特别简单的形状，即“欧拉-泊松方程 


dM 


- M,u;] = ng[y, l] } 



= [7对 


dt 
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这个情况下，转到化约相空间几乎完全可以化为“消去循环坐标差别在于通常的消去程 
序要求构形空间或相空间是圆上的直积，而在我们的情况则是一个丛.缩尔构形空间（例如引进在 
fe 点有奇性的坐标）可以把丛变为 直积； 上面方法的优点在于，它使我们清楚了，在极点附近（除 
了坐标系的奇点以外 ：) 没有真实的奇点. 

定义 M 中投影到化约相 空间昇 上的化约方程组的平衡位置的相曲线称为原 
方程组 的相对平衡. , 

例 固定在质心的刚体的恒定旋转是相对平衡.同样有重刚体绕铅直轴的常速 
旋转也是相对平衡. 

定理具有 G - 不变哈密顿函数的方程组的相曲线是相对平衡当且仅当它是 G 
的一个单参数子群在原相空间中的轨道. 

证 很清楚，是轨道的相曲线投影到一个点.若相曲线 x ⑷投影到一点，它可以 
唯一地写成 X ( t ) = g ( t ) x (0) 的形状，而容易看到 { g ( t )} 是一个子群. □ 

系1在轴对称势场中固定在场轴一点的非对称刚体，至少有两个恒定旋转（就 
相对于对称轴的角动量的每个值而言). □ 

系2在有势力场中的对称刚体若固定在其对称轴上之一点（就相对于对称轴 
的角动量的每个值而言)，至少有两个恒定旋转. 

这两个系都可从球面上的函数至少有两个临界点这一事实得出. 

相对平衡的另一个应用是，可以用它来研究在矩和能量值变化时，其不变流形 
的拓扑性质有什么变化. 

定理矩-能量映射 


P x H : M ^ g* xR 

在矩的正则等值集上之临界点就是相对平衡. 

证 映射 P x 丑的临界点即丑在矩的等值流形 M p 上的相对驻定值（因为这 
等值流形是正则的，即对任一 a ： e M p ， 我们有 P*TM X 二 Tg；). 

用分解以后，丑在 M p 上的条件驻定值定义了化约哈密顿函数的临界点（因 
为丑在 G p 下是不变的). □ 

详细研究相对平衡和矩-能量映射的奇点是不简单的，至今没有完全完成，甚至 
在重力场中非对称刚体的运动这样一个经典问题上也是这样.重心在某一个惯量主 
轴上的情况在 C.B.KaTOK 为本附录一开头所引的 Smale [2] —文的俄文译文所写的附 
录®中讨论过.在这个问题中相空间的维数为6,群是 圆周； 化约相空间 T*S 2 是四 
维的. 

化约相空间的非奇异等能流形有以下四种形状（视矩和能量之值而 定)： 沪，炉 x 


① ycncxH MaTeM. Hayn T27.Bbin. 2(1972) 78 〜 133, 
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S \ RP 3 以及由三维球面炉加上两个“柄”所得的流形. 

5 1 x D 2 ( D 2 = 圆盘 {( a ;， y ): x 2 + y 2 < l }). 
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在这个附录里我们要列举岀可用实的辛变换将二次哈密顿函数化成的标准形式 
的清单.这个清单是由加林 ( H . M . rajiMH ) 根据威廉逊 ( J . Williamson )[1] 一文编成 
的.威廉逊的文章给岀了辛空间中任意域上的二次型可以化成的标准形式. 

A . 记号 

我们将把哈密顿函数写成 


H = ~(Ax,x), 

x = ( Pl r --, Pn ； Qir --, gn ) 是在辛基底下写岀的矢量，4是对称线性算子_典则方程 
的形状是 

( 0 -E 

x = IAx , I = 

V E 0 



哈密顿函数的本征值即指线性无穷小辛算子 M 的本征值.同样,若尔当方块即 


指的若尔当方块. 


哈密顿函数的本征值有四种类型：实的 （ a , - a )， 纯虚的 （ ib , — ib )， 四元组 (± a ± ib ) 


和零本征值. 

相应于同一对或同一四元组的两个或四个本征值的若尔当方块构造相同. 

若一本征值的实部为零,我们必须区别偶数阶和奇数阶的若尔当方块.具有零 
本征值的奇数阶方块有偶数个，它们可以自然地分成对. 

标准形式的一个完整的清单如下. 
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B . 哈密顿函数 

对本征值士 a 的一对 A ; 阶若尔当方块，哈密顿函数是 

k k—1 

H = + 巧％ + 1 ■ 

j = l j = l 

对应于本征值土^土以的一组四个阶若尔当方块，哈密顿函数是 

2k k 2k-2 

H = -a^pjqj b^2(p 2j -iq2j ~ P 2 jq 2 j-i) + ^2 巧幻 + 2 . 

j = l j = l j=l 

对应于一对具有零本征值的 fc 阶若尔当方块，哈密顿函数是 

k-1 

H = y^pjgj + i (k = 1 时丑 = 0). 
j=l 

对于有零本征值的一对 A ; 阶若尔当方块，哈密顿函数是以下两种不等价类型之 


fc —1 k \ fc —1 1 

丑 = 土以 Y ^^ vk - j - Y ^ QjQk - j^-i J - E 削 j+i (当 & = 1 时 ， H = ±2^)* 

j—l j = l ’ )=1 


对于一对纯虚本征值土 M 的奇数 2 fc + 1阶若尔当方块，哈密顿函数是以下两种 


不等价类型之一: 


H = 土一 


fc 


fc+i 


y^(b 2 p2jP2k-2j+2 + Q2jQ2k-2j+2) — J^(& 2 P2j-lP2/c-2j+3 + Q2j-lQ2k-2j-\s) 


3 


3 


2 k 

(当 fc = 0 时 ， H = ±^( b 2 p 2 l ^ qD ). 


3 


对于一对纯虚本征值土 M 的偶数 2 fc 阶若尔当方块，哈密顿函数是以下两种不 
等价类型 之一： 


\ 


孖=士 


2 


k 


k—1 


^ f ^2^2j-l92fc-2j+l +^2jg2fc-2j+2 j - ^(^ 2 P2j+lP2fc-2j+l + P2j+2P2fc-2j+l) 


3 

k 


3 


k k 11 

^ 2 y^P2j-ig2j + ^2p2j<l2j-i (当 A = 1 时，丑 = ±-{^q\^rql)- b 2 p 1 q 2 +P2qi) 


3 


3 


这里取不同的士号的哈密顿函数不能用实的辛变换互变. 

威廉逊定理具有已给二次型丑的实辛矢量空间可以分解为逐对斜正交的实 
辛子空间的直和，使形式孖可以表为这些子空间的以上列举形式的二次型之和. 
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C . 不可去若尔当方块 

一个单独的“一般位置”的哈密顿函数没有重本征值而可化为一简单形状（所 
有若尔当方块均为一阶).但若考虑的不是一个哈密顿函数而是一族含参数的方程 
组，则对参数的某些例外值，可能出现较复杂的若尔当构造.对此族稍加改变可以除 
去其中某些若尔当 构造; 另一些则不能除去而只在此族变化时小有改变.如果族中参 
数个数 Z 是有限的，则在 Z 参数族中不可去类型的数目也是有限的.下面提出的加 
林的定理使我们能对任意固定 Z 算出所有这些类型. 

我们以 ni ( z ) > n 2 ( z ) >…> n s ( z ) 记本征值 z ^0 的各若尔当方块的维数，以 
mi ^ m 2 ^ ^ m u ^ rrti ^ m2 ^ ^ fh v 记本征值为零的若尔当方块的维数， 

但为偶，为奇（在每一对奇数维方块中只考虑一个). 

加林定理在所有哈密顿函数的空间中.具有指定维数的若尔当方块的哈密顿 
函数所成的流形的余维数为 


1 s ⑷ u 

Hee ⑻ - i») + 

2 j=l 

其中是非零的不同本征值的个数, m 是具有零本征值的奇数阶若尔当方块的个数 
(参见 H. Kogan, [1],[2]). 

系在一般位置的线性哈密顿方程组的参数族中，只出现具有以下性质的若 
尔当方块的方程组，即按上式算出的 c 不大于 Z : —切具有更大的 c 的情况均可用族 
的微小改变来消去. 

系在单参数或两参数族中，不可去若尔当方块只可能有12个类型 出现： 

1 = 1 : (土 a) 2 , (±za) 2 , 0 2 

(这里若尔当方块是用其行列式来表 示的； 例如（士 a ) 2 表示一对二阶若尔当方块，其 
本征值为 a 和 - a ); 

1 = 2 : (=ta) 3 , (±?a) 3 , (土 a 士 6i) 2 ， 0 4 ， （土 a) 2 ( 土 6) 2 ， 

(土 Sa) 2 (士 i6) 2 ， （土 a) 2 (土⑷ 2 ， （土 a) 2 0 2 ， （土 ai) 2 0 2 

(其余本征值都是简单的). 

加林也算出了任意光滑地依赖于参数的线性哈密顿方程组所可以化成的标准形 
式，变换时用坐标的光滑地依赖于参数的线性辛变换.例如对于最简单的若尔当方 
块 (± a ) 2 , 哈密顿函数的标准形式将是 

F(A) = —a{p 他 -\-p2q2) +PiQ2 + \\p\qi + \2P2q1 


( A l 5 A 2 是参数). 
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研究哈密顿方程组的解在平衡位置附近的性态时，只考虑线性化方程时常是不 
够的.事实上由关于体积守恒的刘维尔定理知，哈密顿方程组不可能有渐近稳定的 
平衡位置.因此线性化方程组的稳定性总是中立 型的： 即哈密顿矢量场在稳定平衡 
位置的线性部分的本征值都在虚轴上. 

对于一般形式的微分方程组，这种中立型稳定性可以因加上任意小非线性项而 
被破坏.对于哈密顿方程组情况就更复杂些.例如设哈密顿函数在平衡位置的二次 
部分（它决定矢量场的线性部分）是（正或负）定的.这时哈密顿函数在平衡位置有 
极小或极大.因此这个平衡位置不但对线性化方程组，而且对整个非线性方程组是 
李雅普诺夫稳定的，但非渐近稳定. 

另一方面哈密顿函数在稳定平衡位置处二次部分可能是不定的.函数丑 = g + 
ql - vl - ql 就是一个简单的例子.为了研究有这种类型的二次部分的方程组的稳定 
性，必须考虑哈密顿函数的泰勒级数中次数 > 3的项（即相速度矢量场的次数 > 2 
的项).为了进行这种研究，用变量的适当的典则变换把哈密顿函数（从而也把哈密 
顿矢量场）化为尽可能简单的形状是有用的.换言之,在平衡位置附近选择一个典则 
坐标系使哈密顿函数和矢量场的形状尽可能简单是有用的. 

对一般的（非哈密顿）矢量场类似的问题很容易解决：一般情况是：矢量场在 
平衡位置附近在适当坐标下是线性的（庞加莱和西格尔 ( Siegel ) 的有关定理可在 
C . L . Siegel , J . Moser [ l ] 中找到). 

哈密顿情况就复杂些.第一个困难在于，用变量的典则变换把哈密顿场化为线 
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性标准形式一般是不可能的.我们通常能除去哈密顿函数的三次部分,但是不能完 
全除去四次项（这与以下事实有关：在线性方程组中振动频率与振幅无关，而在非线 
性方程组中一般是有关).这个困难可通过选取将频率变化考虑在内的非线性标准形 
式来克服.结果（在“非共振”情况下）在平衡位置附近我们可引人作用量-角变量使 
方程组在除去泰勒级数的充分高次项以后成为可积的. 

这个方法使我们能在初始条件接近于平衡时在很长的时间区间内研究方程组的 
性态.然而,只决定一个方程组是否李雅普诺夫稳定是不够的（因为泰勒级数被舍去 
的余项会在无限的时间区间内破坏稳定性).用精确地化为类似标准形而不舍去余项 
即可得到这种稳定性.然而我们可以证明，这种精确的化约一般是不可能的，而化方 
程组为标准形的典则变换的形式级数一般是发散的. 

这些级数的发散与以下事实 有关： 化为标准形后相曲线的性态比较事实上发生 
的情况更简单些（它们一定是环面的条件周期螺旋线).相曲线在平衡位置附近的性 
态将在附录8中讨论.在这个附录里我们将给出直到相当高次项的标准化的形式结 
果. 

化哈密顿方程组为标准形式的想法可以回溯到林斯德特 ( Lindstedt ) 和庞加莱®; 
平衡位置附近的标准形式曾由伯克霍夫 ( G . D . Birkhoff ) 详尽地研究过（见 G . D . 
BirkhofF [ l ] —'书) . 

退化情况下的标准形式可见布鲁诺 （ A . 几 BpioHo ) 的工作 ( A . iX . BpiOHo [ l ]). 

A . 保守系在平衡位置附近的标准形式 

设一个 n 自由度的哈密顿方程组的平衡位置的线性近似是稳定的,而且 n 个本 
征频率… 互异 • 哈密顿函数的二次部分可用典则的线性变换化为 

H = \ (^l (Pi +#) + ..•+ ^n{pl + ql)) 

(有些叫可能为负). 

定义本征频率 ... 满足一个瓦阶共振关系，如果存在不全为零的整数 

h 使得 

k\L0i + • • • + k n uj n = 0, |A ： i| + • • • + \k n \ = K. 

定义 哈密顿函数的 s 次伯克霍夫标准形式是典则坐标⑺， Qi ) 的 S 次多项式 
而且实际上是变量 D = (if + Qf )/2 的 （[ s /2] 次）多项式. 

例如一个自由度的方程组的 2 m 次（或 2 m + 1次）标准形式是 

H2m = H2m+1 = d\T + (12 丁 2 + …+ a m T m , T = (P 2 + Q 2 )/2. 


二自由度方程组的四次伯克霍夫标准形式是 


H 4 = a\T\ + a2T2 + anTi + ai2TiT2 + a22r|, 


①参看 H.Poincare[l] 一 ^ 书 . 
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系数 a !, a 2 是本征频率，而系数 ay 描述频率)振幅的依赖性. 

定理1 设本征频率叫不满足阶数为 s 或更小的任何共振关系.这时在平衡位 
置 附近有一典则坐标系使哈密顿函数化为次数为 s 的伯克霍夫标准形式而最多相差 
S + 1阶项： 

H(p,q) = H S (P, Q) + R,R^ 0(|P| + |Q|) S+1 . 

证 在下述复坐标系下定理很容易 证明： 


zi = pi + iqu pi - iqi . 

(变到这个坐标系时，哈密顿函数必须乘以 -2 i ). 若标准形式中次数低于 iV 的项未 
消完，作生成函数为 Pq + S N { P 、 q ){ S N ^ N 次齐性多项式）的变换只影响哈密顿函 
数的泰勒展开式中次数为 7 V 和更高的项. 

在此变换下，容易算出，哈密顿函数中的 iV 次单项式 

之 ? 1 … z n n，w \ l ' * ， w n n (“I + . • • + + /?i + . . . + = iV) 

的系数变成 

— ai) + … + A n (/3 n — a n )] 

这里 A ; = ic ^ i ， s a p 是:叛 展开时 z a w ^ 的系数. 

在无共振的假设下，方洁号的系数非0,除非我们的单项式可写成积力抑= 
277( 即所有叫等于 A ) 之形状.这样我们可以除去所有#次项，而只留下可用 n 表 
示的.令 iV = 3,4, …，5即得证. □ 

为应用伯克霍夫定理，注意到标准形式的哈密顿函数是可积的是有帮助的.考 
虑“典则极坐标 讲， 即将 P u Qi 表示为 


Pi = y /2 ri cos ( fi , Qi = y /2 ri sin ifi . 


因为哈密顿函数可以仅用作用量变量 n 表示，方程组是可积的而且描述环面 r =常 
数上的条件周期运动，频率为 = 特别是平衡位置 P = Q = 0 对标准形式是 

OT 

稳定的. 


B . 典则变换在驻定点附近的标准形式 

考虑二维平面到其自身的一个典则（即保持面积）映射.设在此变换下原点不 
动，而其线性部分的本征值是 A = (即在坐标为的适当辛基底下旋转角 a ). 

我们称这样一个变换是椭圆的. 

定义 变换的 s 次伯克霍夫标准形 式是平面到自身的一个典则变换，它是旋转 
一个变角，此角是典则极坐标系下的作用量变量的次数不超过 m = [ S /2] - 1的多项 
式： 


( r , — ( r , f + a 0 + a x r H - + a m r m ), 


其中 
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p = V^r cosy ?, q = V^r sirup . 

定理 2 若椭圆典则变换的本征值 A 不是 s 次或更低次单位根，则它可用典则 
变量变换化为 s 次伯克霍夫标准形式，误差项次数不低于 s + 1. 

椭圆变换的高维推广是本征值为沁= e ± 〜的 ( p uQl ) 平面上的椭圆旋转（共 n 
个）的直积 . S 次伯克霍夫标准形式是 

(丁， W )— 

6* 是作用量变量 n ， …， r n 的次数不高于 [5/2] 的多项式. 

定理 3若高维椭圆典则变换的本征值 A z 中没有以下形状的共振 

片…= 1， |A ： l| + …+ |&nl 彡 5 ， 

则此变换可以化为 s 次伯克霍夫标准形式（映射在 p = q = 0 处的泰勒展开式中的 
s 次项有误差). 

C . 具有周期系数的方程在平衡位置附近的标准形式 


T,<p-h 


ds\ 

dr ) 


令 = q = Q 是一个方程组的平衡位置，其哈密顿函数是时间的 2 tt 周期函 
数.设线性化方程可以用线性的时间周期辛变换化为自治的标准形式而本征频率为 


Wl ， … ， W n _ 

我们说一个方程组 是欠〉 0 阶共振的， 若有整数知,幻，… ，心 ，㈨ I +…+1、 卜 


K 存在，使得 


+ . • ’ + kfiLOfi "h Jcq = 0. 


定理 若一方程组不是 S 阶或更低阶共振的，则存在一个对时间为 2 tt 周期的 
依赖于时间的典则变换将它在一个平衡位置附近化为 s 次伯克霍夫标准形式，而且 
此形式与方程组为自治情况时是一样的，差别只在于 s + 1 次和更高次余项 丑周期 
也依赖于时间. 

最后，设我们有自治哈密顿方程组的一个闭轨.这时,在闭轨附近我们可以用以 
下两法之一将方程组化为标 准形： 

1. 等能化简：固定一个能量常数并考虑闭轨在 2 n - 1维等能流形上的一个邻 
域,把这个流形看成周期依赖于时间的 n - 1个自由度的方程组的扩充相空间. 

2. 截 曲面： 固定能量常数和一个坐标的值（使闭轨与所得 (2 n - 2) 维流形相横 
截).这时，在已知轨道附近的相曲线定义了这个 (2 n - 2) 维流形到自身的一个映射， 
而在闭轨上此映射有不动点.这个映射保持此 (2 n - 2) 维流形上自然的辛构造而我 
们可以用节 B 中的标准形式去研究它. 
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在研究自治哈密顿方程组的闭轨时，会出现一个与周期系数方程组的平衡位置 
的一般理论不相同的新现象.事实是，自治系统的闭轨不会是孤立的，而（作为一个 
规律）成为一个单参数族.族中的参数就是能量常数.事实上，设选取某个能量常数 
值使闭轨在 （2 rz - 1) 维等能流形上横截于上面说的 （2 n - 2) 维流形.这时对相近的 
能量值也存在类似的闭轨.由隐函数定理,我们甚至可以证明这一闭轨光滑地依赖 
于能量常数. 

如果现在我们想用伯克霍夫标准形式来研究单参数闭轨族，就会遇到以下的困 
难.当描述此族的参数变化时，线性化问题的本征值一般也会变化.所以对于某些参 
数值,不可避免地会遇到共振而阻碍化到标准形式. 

特别危险的是低阶共振，因为它们影响到泰勒展开式的以前几项.如果我们对 
本征值接近于满足低阶共振关系的闭轨有兴趣，则伯克霍夫标准形式就必须多少加 
以修改.具体说，在 7 V 阶共振时，为了在哈密顿函数中消除 iV 阶项，表达式 

h) — — o ； i) + …+ ^n(Pn — Q ： n )] ， la| + \/ 3 \ = N 

可能变为零，而又必须用此表达式作为分母.对于非共振然而接近于共振的参数值， 
本征频率的这一组合一般不是零但是很小（所以这个组合就称为“小分母”). 

用小分母作除法导致以下的 困难： 

1. 化到标准形的变换不连续地依赖于参数（对参数的共振值它有极 点)； 

2 . 能用伯克霍夫标准形来准确地描述方程组的区域在共振值时缩小到零. 
为了避免这些缺点，我们必须放弃消除哈密顿函数的某些项的企图（具体说，即 

那些在参数取共振值时成为共振的项) .不仅在共振时而且在参数接近共振值时，也 
必须保留这些项®. 这样得到的标准形式比通常的多少复杂些,但在许多情况下会给 
我们关于共振附近的解的性态以有用的信息. 

D . 例： 3阶共振 

作为简单的例子我们看一个具有二自由度的自治哈密顿方程组的闭轨在能量常 
数的一个值附近会发生什么，而此值使它的邻近于闭轨的轨道之振动周期是闭轨周 
期的 三倍. 由上面所说的，这个问题可以化为研究具有一个自由度的非自治哈密顿 
单参数方程组，它在平衡位置附近 27 T 周期地依赖于时间.对参数的一切值均可取这 
个平衡位置为原点（为此要作一个依赖于参数的变量变换). 

此外，在平衡位置的线性化方程组可以用一个 27 T 周期依赖于时间的线性典则 
变换化为常系数方程组.在新坐标中线性化方程组的相流被表示为绕平衡位置的匀 
速旋转.旋转的角速度 O ； 依赖于参数. 

在参数的共振值处 W i (即在 27 T 时间内我们绕原点只走了 1/3 路程).角速 

度对参数的导数一般不是零.所以我们可取角速度为参数,取它与 1/3 的差更好.记 

①这里说的方法不仅对研究哈密顿方程组有用，而且对微分方程的一般理论都是有用的.例如 

参看 B , M . ApHOJii > A ，[12 l . 


附录 7 哈密顿方程组在驻定点和闭轨附近的标准形式 


• 309 . 


此差为6称之 为频率偏离或 失谐.参数的共振值就是 S = 0. 我们关心的是方程组 
在£很小时的性态. 

如果舍去哈密顿方程的非线性项和频率偏离 e ， 则方程组的所有轨道在旋转三 
后都闭合（即周期为 6 tt ). 我们现在要研究非线性项和频率偏离对轨道性态的影 
响.很清楚，一般情况下并非所有轨道均为闭.为了研究其性态，注意标准形式是有 
用的. 

在所取的坐标系中， z = p -\- iq,z = p - iq , 而哈密顿函数之形状为 



2 iH 


iujzz-h Yj ^2 h af 3 k z a z 0 e ikt + 

a+/ 3=3 fc= — oc 


…表示高于三阶的项，0； = ^ 

化为标准形时可以除去一切三次项，除了那些具有在共振时会变为零的小分母 


oj(a — /?) + fc 


的项.这些项也可以说成是：在略去频率偏离和非线性项以后得到的周期运动的轨 
道上为常数的项.它们称为共振项.于是对使得 

a — /? + = 0 

的就是共振项.在三次项中，只有和是共振项.所以我们可以把哈密顿 
函数化为 


—2 iH = —iujzz + hz z e~ %t — hz z e lt + … 

( h 与 H 之共辄相应于 H 为实这一事实). 

注意，为了把哈密顿函数化成这个标准形式,我们用了一个 27 T 周期地依赖于时 
间的光滑典则变换，它甚至在共振时也光滑地依赖于参数.它与恒等变换之差对于 
与闭轨的偏离是二阶小量（其生成函数与恒等变换的生成函数只差三次项). 

对哈密顿方程组的解的性态可以进一步研究如下.首先我们丢掉哈密顿函数的 
高于三次的项并研究所得的截断方程组的解_然后我们必须考查舍去的项怎样影响 
轨道的性态. 

在复的 2 -平面上引入以角速度^的匀速旋转的坐标系（即作代换 2 = Ce it/3 ) 
可以简化截断方程组的研究.然后对变量 C 我们会得出一个自治的哈密顿方程组，其 

哈密顿函数为 _ __ ；L 

—2 iffo = —虻 CC + " C 3 — " [ 3 ，这里己=^ ~ 

在旋转坐标系下截断方程组是自治的这件事是很幸运的.完整的哈密顿方程组（包含哈密顿 
函数中髙于三次的项）在旋转坐标系下不仅不是自治的而且甚至对时间不是 2 tt 周期（只是 6 tt 周 


• 310 . 


附录 7 哈密顿方程组在驻定点和闭轨附近的标准形式 


期）的.具有哈密顿函数的自治系本质上是原方程组在 e = 0的线性方程组（舍去了髙于三 
次的项）的闭轨道上平均化的结果. 

系数/ I 可以（通过坐标系旋转）变成实的.这样,在实坐标 （ x , y ) 下，哈密顿函 
数化成了 

H 0 = |(x 2 + " 2 ) + a(x 3 - Sxy 2 ). 

系数 a 依赖于频率偏离 e (作为一个参数 ) .e = 0时这系数一般不是零.因此作一个 
光滑地依赖于一参数的坐标变换可以使此系数变为 1. 所以我们必须研究在 ( x , y ) 
平面上哈密顿函数为 

Ho = |(x 2 +y 2 ) + (x 3 - Sxy 2 ) 


的方程组的相图对小参数 e 的依赖性. 




图239通过共振3:1 


容易看到这种依赖性如下（图 239). 当 e = 0时函数 i / o 的零等值集是三条交 
角为60。的通过0点的直线 . e 变化时等值集中总有三条直线，当 e 变化时，这三条 
直线总是成为一个正三角形移动而中心总在原点处.三角形的顶点是哈密顿函数的 
鞍点.当 e 通过零（即通过共振）时,位于原点的临界点从极小变为极大. 

所以对于哈密顿函数为执的方程组,原点对参数的一切值除共振外是稳定的 
平衡位置,而在共振时原点不稳定.对接近共振的参数值,靠近原点的其中充满了闭 
的相曲线的三角形是很小的（与 e 同阶)，所以原点的“稳定半径”随 e — 0而趋于 
零： 初始条件的小 （ e 阶）扰动就足以使相点走出三角形而开始离平衡位置远去. 

回到原来的周期轨道问题,我们得到以下结论（当然这不能算是证明，因为我们 
舍去了高于三次的项，但是这些结论是可以论证的)： 

1. 在通过共振 3:1 时，周期轨道一般会失去稳定性. 

2. 当参数值接近于共振时，在此等能流形上的所考虑的周期轨道附近有一个不 
稳定的周期轨道.在原轨道上转三周则在此轨道上转了一周而闭合.对参数的共振 
值，这个不稳定轨道就是原轨道. 

3. 当接近共振时，这个不稳定的周期轨道与原轨道的距离缩小为对频率偏离一 
阶的量（以对参数与共振值之差为一阶). 
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4. 经过这个不稳定周期轨道时，在同一个三维等能流形上，有两个二维不变曲 
面，其中之一被 f — + oo 时趋向这个不稳定的周期轨道的轨道所填满，另一个被 
t—-oo 时趋向这个不稳定周期轨道的轨道所填满. 

5. 分界面的位置是这 样的： 它与一个横截于原轨道的流形相交时得到一个图形， 
它接近于一等边三角形三边及其延线.这个三角形的三个顶点即不稳定周期轨道与 
横截流形的交点 .. 

6. 对于由分界流形所成的三角形之内的初始条件，相点将在一个长的时间内 
(阶数不低于 l / e ) 停留在原来的周期轨道近旁（距离与 e 同阶)，对三角形外的初始 
条件，它很快地离开到一个比 e 更大的距离处. 

E . 分界流形的分裂 

事实上，我们在上面4,5,6各点中讲到的分界流形，其构造十分复杂（由于我们 
在近似中舍去了的高于三次的项的影响）为了了解这个情况，注意一个在原闭轨的 
某点与之横截的（同时完全位于等能流形上的）二维曲面是方便的从这个曲面上 
一点发出的轨道会与它再次相交，所需时间接近于环绕原来闭轨的时间.于是我们 
得到了曲面上与闭轨交点的邻域到其另一部分上的映射.这映射有一个不动点（即 
闭轨与曲面之交点)，而且近似于绕此点（取为曲面上的原点）旋转 120°. 

我们现在考虑上述映射的三次方.它仍是曲面原点的邻域到曲面一部分的映射， 
而且使原点不动.但是现在这映射接近于旋转360°，即恒等 映射： 它是由我们方程组 
的轨迹在接近原闭轨的三个周期后所实现的. 

以上的计算将给出“三周期后的映射”之构造的非平凡的信息.事实上,舍去了 
哈密顿函数四次和更高次的项也就改变了映射的三次和更高次的项.然而截断的哈 
密顿函数的三周期后的映射近似于三周期后的真正映射（有三次方误差). 

但是我们知道相应于截断哈密顿函数的三周期后的映射的性质，因为它就是以 
H 0 ( x , y ) 为哈密顿函数的相流在 6 tt 时间后的映射（证明基于如下事实，即在 6 tt 时 
间后，旋转坐标系回到原来的位置).我们现在注意在三阶小量（阶是相对于到不动 
点的距离而言）的摄动下哪一些性质仍然保留，哪一些则否. 

令表示截断方程组的三个周期后的映射/表示三个周期后的真实映射. 

1. 映射 Ao 包括在一个流中：即以丑0为哈密顿函数的相流在 6 tt 时间后的变 
换. 

没有理由认为 A 包括在一个流中. 

2. 映射在旋转120°下 对称： 即存在一个非平凡的微分同胚 p ， 〆 = 尽 而且 
5与 A 0 可换. 

没有理由认为4与一个满足 g ^ E 的非平凡的微分同胚可换. 

3. 映射 A ) 有三个不稳定不动点在距原点 e 处，而且接近于一等边三角形的顶 

①这里有如下的一般 现象: 考虑=个周期后的映射并且用流来进行计算更为方便. 
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点.在与共振的偏离（即4充分小时，映射>1也有三个不稳定不动点靠近一个等边 
三角形的顶点.这可由隐函数定理得知. 

4. 对接近于（但不同于）共振的参数值,映射八3之不动点的分界流形构成的图 
形接近于一个等边三角形之三边及其延线.若从此三角形一边上的某点开始反复作 
Ao , 就会得到三角形同一边上的一串点而且趋向此边上的一个顶点，记为 Mo . 若作 
Ao 1 , 则将得到趋向另一顶点馬的序列. 

r+ r - 映射 A 的三个不稳定不动点也各有分界流形，接近于一个 

\ // 三角形的三边（图 240). 具体说，平面上那些经 ，，n — + oo 作 

用后趋向不动点 m 的点构成一个光滑曲线 r +， 它在4下不变 
° / 而且通过 M , 在 M 附近则接近于 Ao 的分界流形 M 義 .在映 

Wy 射 M，n — - oo 下趋向 iV 的点构成另一个光滑曲线 r ' 经过 

If% N 而且在 iV 附近接近于 M 0 N 0 . 

图 240 分界流形的分 然而 r + 和 r _ 虽然二者都接近 m 0 at 0 , 却不一定重合 .分 

裂 界流形的分裂现象说明截断方程组和整个方程组性态之差别. 

分裂的量随 e 而指数地 减小； 所以在“摄动理论”的各种计算方法中很容易忽视.然而这个 
现象在基本的问题中十分重要.例如，由它的存在立即可知其数值级 数发散 (因为如果收敛，就不 
会有分裂现象了). 

—般说来摄动理论中级数的发散（但起始几项给出很好的近似）通常与以下事实 有关： 我们 
所求的东西事实上并不存在.如果我们想使一个现象适合于一个方案，而此方案又与该现象的基 
本特征矛盾，则我们的级数发散也就不足为奇了. 


伯克霍夫级数（即不限于哈密顿函数的泰勒级数起始各项的规范化而无限地继续下去而得的 
级数）就是一个摄动理论法中一个形式上有意义，而实际发散的例子.如果这些级数收敛,则具有 
周期系数的单自由度的一般振动系统在平衡位置附近就可化为自治的标准形式 ，而不会有分界流 
形的分裂了（但事实上是有的). 

回到原来的闭轨,我们看见映射4的三个不稳定不动点对应于不稳定闭轨而接 
近于原来的闭轨三重.当 i — + oo 时有一族轨道趋近这个不稳定轨道，当 i -00 
时则有另一族轨道趋近于它. 

这两个曲面也就是在命题4, 5, 6中提到的两个分界流形.用我们的横截曲面去 
截它们就得到映射 a 的不变曲线 r + 和 r _. 这两条曲线的交构成一个复杂的网络， 
关于它，庞加莱（他最先发现分界流形的分离）写道:“它们的交构成一个网眼无限细 
的格子、织物和网.这两条曲线都不一定自交，但一定以非常复杂的方式反复折回 
来，无穷多次地通过每一个网眼”. 

“这个图形复杂得令人吃惊，我甚至不想去画它.没有什么比它更适宜于就三体 
问题以及一般的动力学问题的复杂本性给我们提供一个概念，这里没有单值的积分， 
波林 ( Bohlin ) 级数也是发散的” ( H . PoincarS ，[1] vol .3). 

应该提到,关于分界流形交织的情况，至今仍有许多不清楚的地方. 
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F . 高阶共振 

高阶共振也可以用标准形式来研究.在这方面我们注意到,高于四阶的共振通常 
不导致不稳定性，因为在标准形式中有四次项出现，而甚至在共振时也保证有极 
小或极大. 


在阶数 n > 4的共振中，以 i/ Q 为哈密顿函数的方程组的 
相图的典型的发展由以下公式给出 


Ho = er + r 2 a ( r ) 4- ar n ^ 2 
2 r = p 2 a (0) = =bl 


simvf 


o 



而图形如图 241. ^ 

图 241 相振动接近于 

当频率与共振有小（与 5 同阶）的偏离，而且在与原点处 5:1 时的平均化哈密顿 
的平衡位置有小（与^同阶）的距离时，函数丑0有 2 n 个临函数 
界点接近于以原点为中心的正 2 n 边形的顶点.这些临界点一 
半是鞍点，另一半若原点是极小则是极大，原点是极大则是极小.鞍点和稳定点互相 
交错.所有 n 个鞍点都在 H 0 的一个等值流 形上； 它们的分界流形连接相继的鞍点， 
构成 n 个“岛”，每一个都被包围一个稳定点的封闭相曲线填满.岛的宽度是 eH 
阶的.每个岛中的封闭相曲线称为 “相振动” （因为本质上发生了变化的东西是绕原 
点的振动的相).随着频率偏离 e 的减少，相振动周期按 s -， 阶增长. 

在岛所成的窄环内侧，靠近原点处有包围着原点的封闭相曲线;在环外侧相曲线 
也是封闭的，但沿它运动的方向与环内侧的方向相反.我们注意只要阶数大于4,环 
的半径与^同阶而与共振阶数无关.再则岛环只对 e 的两种符号之一存在. 

若从哈密顿函数为 i / o 的方程组过渡到完整的方程组，分界流形也会如上面讲 
的三阶共振那样分裂.分裂的大小是指数型的小量（即与 e - 1 ^ 74 同阶)，但是分裂 
对稳定性的研究有基本的重要性，特别是在多维情况下. 

回到原来的封闭轨道，我们有以下的图像.当我们沿 e 轴从一侧趋向共振时 ®， 
从我们的周期轨道会分裂出两个周期轨 道来： 一个稳定，一个不稳定.这些新轨道当 
沿原轨道转 n 圈后又会封闭起来而位于离原轨道的距离为阶处.在稳定轨道 
附近有一个缓慢的相振动带，周期与 e-"/ 4 同阶，振幅在方位角方向上是 Tr/n 阶的， 
而在动径方向上是 e ♦邻 阶的.原来的周期轨道在通过共振时不发生失稳,至少 
在我们的近似范围内是这样. 

四阶共振的情况多少有些例外.这时在标准形式的四次项中既有共振项又有非共振项.截断 
方程组的相曲线的形状依赖于在标准形式中哪种项起决定作用，是共振项还是非共振项.在第一 
种情况下其变化和三阶共振是一样的,只除了要用一个正方体代替三角形.在第二种情况，其变化 
和 n > 4 时是一样的. 


①和三阶共振不一样，在那里在共振值的两侧都各分裂出一个不稳定周期轨道来. 
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总之,越是接近共振 （ e 《1)，而且初始点离周期轨道的偏离越小,所给的标准 
形式就给出越好的近似.即是说，当闭轨道的周期与邻近它的轨道的振动周期越接 
近于准确的可通约，而且初始条件越靠近闭轨道，则我们的近似能够准确描述相曲 
线性态的时间区间也越长. 

从我们的论证中，对于非闭相曲线在无限时间区间上的性态得不出任何结论（例 
如关于原周期轨道的李雅普诺夫稳定性就得不出结论)，因为在化为标准形时被舍去 
的高阶项，在无限长时间区间内，可能完全改变运动的特性.事实上，在所考虑的条 
件下，原来的周期轨道是李雅普诺夫稳定的，但是证明需要伯克霍夫标准形式以外 
的本质上新的技巧（参看附录 8). 


附录 8 条件周期运动的摄动理论和柯尔 
莫戈洛夫定理 


我们能精确解出的“可积”问题为数不多(其中有一维问题、质点在有心场中的 
运动、刚体的欧拉和拉格朗日运动、两个固定的吸引中心问题、沿椭球面上之测地 
线运动问题).然而，借助于这些“可积情况”，以可积问题作为一次近似，对许多重要 
的力学系的运动可以得出有意义的 信息. 

行星在万有引力定律下绕太阳的运动就是这种情况的一个例子.所有的行星质 
量加起来大约只有太阳质量的0.001，所以在一次近似中可以略去行星彼此间的作用 
而只考虑太阳的引力.这样我们就得到了无相互作用的行星绕太阳运动这一个精确 
可积的 问题; 各行星都各自描出开普勒椭圆而与其他行星无关,整个系统的运动作为 
整体来看,是条件周期的.如果我们考虑行星之间的相互作用，每个行星的开普勒运 
动将稍有变化. 

天体力学的摄动理论中就需要研究这种相互作用. 

很清楚，如果我们在千年数量级的时间里作计算，不会有基本的困难.然而，如 
果我们想研究更长的时间区间，特别是若对运动方程的精确解在无限时间区间的性 
质的定性问题有兴趣，就会出现基本的困难.问题在于摄动在一个比千年数量级更长 
的时间区间中的累积，会完全改变运动的特征.举例来说，行星可能落入太阳之内, 
会从太阳系逃逸或彼此相撞. 

注意,运动方程的解在无限时间区间上的性态问题与真实的行星运动问题只有间接的关系.理 
由在于，在几十亿年的区间后，牛顿方程中没有考虑到的小的非保守的效应变成重要的了.这样， 
行星的重力相互作用的效果，只有当有限时间区间（此区间与非保守力效果显现的时间相比还是 
小的）内它们就能使运动的图形大为改变时，才有真正的重要性. 
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在计算这样的有限时间的运动时，计算机是很有用的，它可以很快地决定行星在未来和过去 
几千年的运动. 

然而我们应该看到，若相点落人了指数不稳定性区域，即使应用现代的计算方法也无法预测 
摄动的影响. 


在研究带电粒子在磁场中的运动时,渐近的和定性的方法更有价值,因为这些粒子超出计算机 


能力范围之外而且可以作出这样多的轨道，以至即令不出现指数不稳定性也不可能计算其轨道. 

在天体力学中制定了一系列计算摄动的方法（详细的分析可见 H . Poincare ,[ l ]). 
所有这些方法共同的困难在于出 现发散 级数，因而若把 无限时 间区间上的运动作为 
一个整体来对待，它们给不出任何信息. 

摄动理论中级数发散的原因是“小分 母”： 计算摄动影响时必须用未摄动运动的 
频率之整系数线性组合作分母.在严格地岀现共振（频率可通约）时，分母为零，而 
摄动理论的级数的相应项变成无穷.接近共振时，级数中这样的项变得很大. 


例如，木星和土星一天绕太阳各走299与 120.5 秒 的弧. 因此分母 2 w 木 - 5 u ; 土与这两个频率 
相比很小.这就造成了这两个行星间长周期（周期约800年）的很大的 摄动: 拉普拉斯对这个效果 
的研究是摄动理论最初的成果之一. 

我们要注意,小分母所引起的困难是很本质的.有理数构成处处稠 密集; 所以在 
非摄动问题相空间中导致共振与使小分母为零的初始条件构成稠密集.因此摄动理 
论的级数所给出的函数之奇点是一个处处稠密集. 

这里提到的困难不仅是天体力学问题所特有，而且是所有接近可积的问题（例 
如非对称刚体陀螺极快旋转问题）都具有的.庞加莱本人把研究力学系的条件周期 
运动的摄动问题[其哈密顿函数在作用量-角变量 J 和^中是 


+ {£ < 1 )] 

称为动力 学的基本问题 . 是非摄动问题的哈密顿函数，是对角变量列,…， 
外为 2tt 周期的摄动.在非摄动问 题中卜 = 0), 角#以常值频率 

_ dH 0 

匀速变动，而所有作用量变量都是首次积分. 

我们必须研究以下哈密顿方程的相 曲线： 

• dH . dH 

1= 飞，卜瓦， 

其相空间是坐标为 J 的 n 维空间的一个区域和一个 n 维的角坐标为#的环面的直 
积. 

这个摄动问题的相曲线的研究的一个本质进展是柯尔莫戈洛夫的 文章: 
A.H.KojiMoropoB^l]. 在这个附录里我们要介绍这一领域后来的进展.证明可以在 
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以下各文中找到 Arnold ,[1],[2],[3]; Arnold and Avez ,[ l ]; J . Moser ,[1],[2],[3]; Siegel and 
Moser ,[1]; Sternberg ,[1]. 

在陈述我们的结果之前，我们先简短地讨论一下已经在第十章研究过的非摄动 
问题的相曲线的性态. 


A . 非摄动运动 

具有哈密顿函数 H 0 ( I ) 的方程组有 n 个对合的首次积分 （ n 个作用量变量).它 
们的等值集是 2 n 维相空间的 n 维环面.这环面对非摄动方程组的相流 不变： 从环 
面上一点出发的相曲线恒停留在此环面上. 

相点在不变环面/=常数上的运动是条件周期的.其频率是非摄动哈密顿函数 


对作用量变量的导数: 




= dH 0 

—瓦 • 


所以，相曲线稠密地填满一个环面，其维数等于算术无关的频率的个数. 

我们注意到频率依赖于我们考查哪个环面，即固定哪个首次积分之值 . n 个变量 
/的 n 个函数组一般是函数无 关的； 这时可以简单地用频率为环面编号，而在作用 
量变量/的空间所考虑的点附近以变量 w 为坐标. 

频率为函数无关的情况称为 非退化情况. 非退化条件的形状是 


det 



! 

= det 

d 2 H 0 

di 

1 

di 2 


^ 0 . 


于是在非退化情况下，运动是条件周期的，在非摄动问题的相空间中，不同的不变环 
面上有不同的频率.特别是算术无关的频率数目最大（为 n ) 的不变环面是相空间的 
稠密集；称为 非共振环面. 

可以证明非共振环面是全测度集，即非摄动的非退化方程组的一切共振环面之 
并的勒贝格测度为零,然而不变共振环面是存在的而且与非共振环面交织在一起，它 
们也成为稠密集.此外，算术无关频率数目分别为1到 n - 1的共振环面之集也都 
是稠密的.特别是其上相曲线都是封闭（即独立频率数为 1) 的不变环面也是稠密 
集.虽如此，在非摄动方程组的相空间中，随机地选取初始点而碰上共振环面的概率 
为零（因为随机选一实数而碰上有理数的概率为 0). 这样舍去零测度集以后我们可 
以说,在非退化的非摄动方程组中，几乎所有不变环面都是非共振的，而且其上有 n 
个算术无关频率. 

在非共振环 面上， 条件周期运动的轨道是稠密的.这样对几乎所有初始条件，非 
退化的非摄动方程组的相曲线将稠密地填满一个不变环面，其维数等于自由度的数 
目（即相空间维数之半). 

为更好地理解总的图景,考虑二自由度 （n = 2) 的情况.这时相空间是四维的而 
等能集是三维的.固定一个等能集.这个三维流形，以二维环面为纤维，可以在通常 
的三维空间中表示为一族同心的互相包着的环面族（图 242). 
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图242在一个三维等能集中的不变环面 


相曲线是这些环面上的螺线，环绕的两个频率在各环面上都不同. 一 般说，不仅 
这两个频率，还有它们的比都随环面而变.若频率比对于给环面（在函数执的给定 
等值集上）编号的作用量变量的导数不为零,我们就说此方程组是 等能非退化的 .容 
易算出，等能非退化性的条件是 


det 


d 2 H 0 dH 0 

^dP' 'W 


dH 0 

~dT 


0 


# 0 . 


非退化条件与等能非退化条件是彼此独 立的； 即一个非退化方程组可能是等能退化的，而等 
能非退化方程组也可以退化.在高维情况 （n > 2)，等能非退化意味着以下映射的非退 化性： 

/ — (W 3 (/) : UJ 2 (I ) :…： OJ n (/)), 


它映 n 个作用量变量的函数丑 0 的 （n - 1) 维等值流形到 （n - 1) 维射影空间. 

现在考虑一个2自由度的等能非退化方程组.容易在三维等能集中作出一个与 
上述二维环面族横截的平面区域（以三维欧氏空间为模型，截口就是同心圆族). 

从这样一个平面区域中一点出发的相曲线绕环面一周后又回到此平面.结果又 
得到环面交此平面而成的同圆周上的新点.这样出现一个平面到其自身的映射. 

在此映射下，平面与不变环面相交而成的同心子午圆都不变.每个圆都旋转了同 
一角度，此角与旋转一周之比即沿环面的子午线的频率与沿环面的赤道的频率之比. 

若此方程组是等能非退化的，则交平面上的不变圆周的旋转角随圆而异.因此, 
在一些圆上这角与旋转一周可通约，在另一些圆上则为不可通约.每一类圆都是稠 
密的，但在几乎所有（勒贝格测度意义）圆上,旋转角与旋转一周是不可通约的. 

可通约性与不可通约性以下面的形式表 现为： 圆周上的这两类点在截面到其自 
身的映射下有不同性态.若旋转角与旋转一周可通约，则在几次作映射后此点将回 
到原位置（旋转角与旋转一周的比之分母越大，所需的映射次数也越多).若旋转角 
与旋转一周不可通约，则在反复作此映射时，此点的各次映射之像将稠密地填满子 
午圆. 

我们进一步还可注意到，可通约性对应于共振环面，不可通约性对应于非共振 
环面.还有，共振环面的存在蕴涵着以下性质.考虑我们的截平面到自身的由相曲线 
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引起的映射之某次幂.令指数为一个共振环面上的频率比的分母.映射的上述次幂 
有整个一个圆周（即所考虑的共振环面的子午圆）全是由不动点构成的. 

不动点的这种性态对任一类一般形式的映射甚至对典则映射都是不自然的（不 
动点通常是孤立的).在所给的情况，出现不动点构成的整个圆周是因为我们考虑的 
是非摄动的可积方程组.对任意小的一般形式的摄动，映射的这个性质（整个圆周上 
都是不动点）一定会失去.不动点的圆周一定弥散而只有有限个留下来. 

换言之在可积方程组的小摄动下，我们可以期望相曲线的定性图景会改变，至 
少在以下各 点上： 由闭相曲线填满的整个不变环面会解体，只留下有限多个闭曲线 
在非摄动方程组的闭相曲线附近,其余的相曲线会变得更复杂.在附录 7 中讨论共 
振附近的相振动时，我们已经遇到过这个情况. 

我们现在考虑在哈密顿函数的小摄动下非共振不变环面如何.形式地运用平均 
化原理（即经典的摄动理论的一次近似，参看节 52) 会得出非 共振环面不会演化的 
结论. 

我们注意到这样一 件事： 摄动是哈密顿的，这一点是本质的，因为对非保守摄动，作用量变量 
显然是会演化的.在天体力学中，它们的演化意味着开普勒椭圆的长半轴有长期变化，即行星或者 
会落入太阳、或者会碰撞或者会在反比于摄动的时间内逃逸很大的距离.若保守的摄动在一次近 
似中就会导致这种演化，则它在1 000年数量级的时间内就会在行星的命运上显现出来.很幸运， 


非保守摄动的量级大小要小得多. 


下面的柯尔莫戈洛夫定理，对从非严格摄动理论得出的作用量变量不演化的结 
论，提供了一个论证. 


B . 摄动方程组的不变环面 

定理 若非摄动方程组是非退化的，则在充分小的保守的哈密顿摄动下，绝大多 
数非共振不变环面不会消失而只略微变形，故在摄动方程组的相空间中也有不变环 
面存在，而被条件周期的围绕它们的相曲线所稠密填满，其上的算术无关频率数等 
于自由度数. 


这些不变环面在以下意义下占大部分，即指其并的余集之测度当摄动很小时也 
是很小的. 


柯尔莫戈洛夫对此定理的证明基于以下两点： 

1 . 固定非摄动方程组的一个非共振频率集，使它们不仅算术无关，而且不会近 
似地满足任意低阶共振条件. 

准确地说，选定一组频率0；使有 C 和 t /存在而对一切整矢量 fc / 0有 I …，> C \ k \~ w . 
可以证明，若 V 充分大（例如 1 / = n + 1)，则（在固定有界域内）当 <7很小时使以上条件被 
破坏的那些矢量之集的测度也很小. 

其次,在非摄动方程组的对应于固定频率的非共振环面附近找摄动方程组的一 
个不变环面使其上有频率恰为此固定值的条件周期运动而且满足以上的非共振条件. 


. 320 • 


附录 8 条件周期运动的摄动理论和柯尔莫戈洛夫定理 


这样，与通常摄动程序（即引人依赖于摄动的频率）不同，我们必须使非共振频 
率固定，而使初始条件依赖于参数以保证具有以上频率的运动存在.只要初始条件 
有小的改变（当摄动很小时）就可以作到这一点，因为由非退化条件，频率随作用量 
变量而改变. 

2 . 第二点是,求不变环面时，不像通常那样用摄动参数的幂级数展开，而可以用 
一个近似于牛顿切线法的迅速收敛方法. 

用牛顿切线法求代数方程近似根时，若有初始误差 e ， 则在 n 次近似后,将得出 
阶为的误差.这种 极快的收敛将 使每次近似出现的小分母的影响无从为害，最 
后不仅能作出无限多次近似，而且能证明整个程序的收敛性. 


这样做所要的假 设是： 非摄动哈密顿函数是解析的且非退化，而摄动哈密顿函数 
^1(/,^) 也解析且对角变量#有周期 27 T . 小参数 e 的出现并不重要,重要的是摄动 
当 P 在 if 的实平面的某个很小的复邻域中，而#也很小（小于某个函数 M ( p , H 0 )). 

莫泽 （ J . Moser ) 指出，如果把牛顿法和纳什 ( J . Nash ) 的思想结合起来就能用充 
分髙阶的可微性来代替解析的要求，这个想法就是在每一步近似时用一次光滑化算 
子. 


所得摄动方程组的具有固定频率的条件周期运动将是摄动参数 e 的光滑函数. 
所以不用牛顿法似乎也可在 e 之幂级数之中去找出它们.这级数的系数称为林斯特 
德 ( Lindstedt ) 级数，而确实可以找出；但只能借助牛顿近似而间接证明其收敛性. 

C . 不稳定带 


摄动问题的相空间中有不变环面意味着在一个接近可积的方程组中对于绝大多 
数初始条件，运动仍是条件周期的且有最大的频率集. 

自然地产生一个问题，即其余相曲线发生了什么，这些曲线初值落在代替非摄 
动问题的共振不变环面的那些不变环面的间隙里. 


频率数比最大数小1的共振环面的分解，在一阶摄动理论中容易研究.为此必 
须在共振环面所分解而成的且由非摄动方程组的相曲线所稠密地填满的维 
不变环面上对摄动作平均.平均后就得到一个自由度的保守方程组（参看附录7中 
关于共振附近的相振动的研究)，而这是容易研究的. 


在所考虑的近似中，在分解了的 n 维环面附近，既有稳定的也有不稳定的 ( n -1) 
维环面，且有围绕着稳定环面的相振动.相应的条件周期运动有一组完全的 n 个频 
率，其中 n — 1个是原来振动的快频率，另一个是相振动的慢（与 v / i 同阶）频率. 


然而决不可得出结论说非摄动与摄动方程组的差别只在于有相振动的“岛”出 


现.事实上,真实的现象比上述一次近似复杂得多.摄动问题的相曲线的这种复杂性 
态的表现之一就是附录7中讨论过的分界流形的分裂. 


为在不变环面之外研究摄动方程组的运动，必须区别两个或更多自由度的情况. 
对于两个自由度，相空间的维数是四，等能流形则是三维的.因此不变二维环面把每 
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个等能集都分开.这样，若一个相曲线从摄动方程组的两个不变环面之间出发，它将 
永远被束缚在这些环面之间.不论这曲线多么复杂,它也不能离开这个间隙,相应的 
作用量变量也就永远接近于初始条件. 

若自由度数大于2, n 维不变环面不能把 （2 n - 1) 维等能流形分隔开，而是如点 
在平面上或直线在空间中那样安置在其内.这时,相应于不同共振的“间隙”彼此连 
通,而不变环面并不妨碍原来接近共振的相曲线远离它.所以没有理由 希望： 沿着这 
样一条相曲线作用量变量永远接近于初始值. 

换言之，在二自由度的方程组（满足一般都能适合的等能非退化性条件）的充分 
小摄动下，不仅是沿相轨道的作用量变量在摄动理论的任意近似中都没有长期摄动 
(即在阶为 ( l / e ) N 的时间区间中变化极小， TV 是任意数， e 是摄动的大小 )， 而且这些 
变量永远接近初始值.不论对于条件周期地填满二维环面（并占据了绝大部分相空 
间）的非共振相曲线或其余的初始条件都是这样. 

同时，也存在自由度多于2且满足所有的非退化条件的方程组，对于它虽然对 
绝大多数初始条件运动是条件周期的，对某些初始条件，作用量变量可以缓慢地漂 
移离开初始值.在已知的例子①中，这种漂移的平均速度是 e ' 1 /^ 阶的，它下降得快 
于摄动参数的任意幂.所以不 足怪： 在摄动理论的任意近似中这种漂移不出现(所谓 
平均速度即指作用量变量的增量与时间之比，所以我们实际上处理的是在阶 
的时间内有与1同阶的增量). 

聂霍洛谢夫最近的工作®中包含了对一般的^个自由度的接近可积的哈密顿方 
程组的作用量变量平均漂移速度的上界. 

这个上界和上面提到的下界一样，形如 e - 1 /^； 所以当时间与< 句， 比 
较很小时，作用量变量的增加也很小^是摄动的大小是0与1之间的数，而且和 
so 一样是由非摄动哈密顿函 数风) 决定的.此外，对非摄动哈密顿函数要加一个非 
退化条件丑 0 在子空间上的限制只有有限重临 界点； 只需非摄动哈密顿函数有二次 
凸性，即的二阶微分为正定或负定就可以了. 

由这个上界可看清，在摄动理论的任意近似中都不能发现作用量变量的长期变 
化，因为这种变化的平均速度是指数地小.我们又注意到，作用量变量的长期变化没 
有方向性，而或多或少地可用不变环面间的共振区域中的随机漫游来表示.这里产 
生的问题的详细讨论可在 Zaslavskii , Tchirikov ,[1] 一文中找到. 

D . 关于不变环面的定理的变形 

对非自治的具有周期系数的方程以及对辛映射都证明了与自治方程组不变环面 
守恒的定理相似的命题.在自治方程组和周期系数方程组平衡位置附近的小振动理 
论和在相流的闭相曲线附近以及在辛映射的不动点的附近都有类似的命题成立. 

① 见 Arnold ， [4]. 

② 见 Nekhoroshev,[1]. 
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在不同情况下，所需的非退化条件是不同的.所以我们现在给出这些非退化条 
件作为参考.我们将限于最简单的非退化条件 ，“一 般位置下的”方程组将能满足所 
有这些条件.在许多情况下，非退化条件可以减弱，但这样做的好处被公式的复杂性 
抵消了. 

1. 自治方程组 哈密顿函数是 


H = I eG cR n y p(mod 2? r ) e T n . 


非退化条件 


det 讀一 0 


一 0 


保证了在小摄动下 （ e 《 1) 绝大多数不变环面可以保持① 

等能非退化条件 

d 2 H 0 dH 0 

det n 外 

^ 0 
di 

则保证了在每个等能流形上有余集测度很小的一族不变环面存在.这些环面上的频 
率一般依赖于摄动的大小,但频率之比不随 e 而变化. 

若 n = 2, 则等能非退化条件也保证了作用量变量在如下意义下的稳 定性： 当摄 
动充分小时,它们永远靠近其初始值. 

2. 周期方程组 哈密顿函数是 


H = Ho (1)4 - l £ GcR n , #(mod 2 tt ) e T n ; 


摄动不仅对 p 而且对 f 都有周期 2 tt . 很自然的，会在 (2 n + l ) 维空间 {( I ,< p ， t )} = 
M n x 7-+ 1 中考虑非摄动方程组.不变环面的维数是 n + 1. 非退化条件 


H 發 


#0 


保证了在小摄动 （5 《 1) 下可保持绝大多数 （n + 1) 维不变环面. 

若 n = 1，非退化条件也保证了作用量变量在以下意义下的稳 定性： 即摄动很小 
时它永远停留在初始值附近. 

3. “2 n 维环”的映射 — (/'， 〆 ). 它 的生成函数是 


5(/ ; , < p ) = S 0 ( I ，） + eS ^ I ^ ip ), I f eGc M n , ipeT n . 

非退化条件 

, f d 2 S 0 ， n 

d et '~dP~ ^ ° 

" ①理^为吾摄趸下豆些弄面兵有万、的变形. 
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保证了在小摄动下 （ e 《 1) 非摄动映射 (1^) — (/,# + ( dSo / dl )) 的不变环面绝大 
部分能保持. 

若 n = 1 就得到通常的环到其自身的保持面积的映射.非摄动映射在每个圆周 
上表示为一旋转.这时,非退化条件意味着在各个圆周上旋转角不同- 

n = 1 时的不变环面即普通的圆周.这时，定理保证了在累次作此映射后，只要 
摄动充分小,一点的像总在原来的点所在的圆周附近. 

4. 平衡位置的附近（自治情况） 假设平衡位置在线性近似下是稳定的，从而定 
义了 n 个本征频率^，…，^.设本征频率之间没有下面形状的共振关系： 

knoi + •.. + k n uj n = 0 ,〜为整数而且0 < E |心|彡 4. 

这时哈密顿函数可化为伯克霍夫标准形（见附录 7) 

7/ =丑 0 ⑺ + •.. ， 

H 0 ( r ) = LwTfc + -■ ■ 表示对于到平衡位置的距离的四次以上的项. 
非退化条件 


det \uJki | 7 ^ 0 


保证了在平衡位置的充分小邻域有几乎全测度的不变环面集的存在 • 


等能非退化条件 


det 


cot 0 


^0 


保证了在每个等能集（充分接近于临界点）上有这样一族不变环面存在. 

在 n = 2 时，等能非退化条件 成为： 丑 0 的二次部分不能被线性部分整除.这时 
等能非退化性保证了平衡位置的李雅普诺夫稳定性. 

5. 平衡位置的附近（周期情况） 这里我们再假设线性近似的稳定性，从而定义 
了 n 个本征频率心，… ， o ; n . 我们设在本征频率和系数对时间的依赖性的频率（设 
为 1 ) 之间无共振 关系： 


* k\UJi + ... + k n co n + A：o = 0, 0 < 1 心 1 彡 4 . 

z=0 

这时哈密顿函数可以和自治情况一样化为伯克霍夫标准形式，但余项对时间有 
周期 2tt . 

非退化条件 

det |吻| 一 0 

保证了在 （ 2n + 1 ) 维扩充相空间中表示平衡位置的圆 t = 0 附近有 （n + 1 ) 维不变 
环面存在. 
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n = 1 时非退化条件变成：小振动周期对其振幅平方的导数不为零.这时,非退 
化性保证了平衡位置是李雅普诺夫稳定的. 

6. 映射的不动点 这里我们假设典则变换在不动点处的线性化的所有 2 n 个本 
征值之模均为1而且不满足任何下面形式的低阶共振关系 

々■■•☆=1, | fc X | + -** + | fcn |^4 


(2 n 个本征值是入1，…，，入1， •.- ，入 n ). 

如果我们把不动点处的泰勒级数中高于三次的项舍去，则映射可写为伯克霍夫 
标准形式 


(t, — (t ，p + a(r)), a(r) 


55 

dr 


S = y^cjfcTfc + 5 (平衡位置附近的普通坐标是 Pk = y / 2r^cos if > k，qk 


V^sin ip k ), 

非退化条件 


det \uj ki I ^ 0 


保证了（在靠近环面 T = 常数处) n 维不变环面的存在，而且在平衡位置的充分小邻 
域中构成几乎全测度集. 

若 n = 1则得一通常的平面到自身的映射，不变环面变成圆周.非退化条件意 
味着，对于典则形式，圆周的旋转角对此圆的面积的导数不为零（指在不动点处的导 
数,从而在其附近的导数也不为零). 

n=l 时的非退化条件保证了映射的不动点的李雅普诺夫稳定性.我们要注意， 
这时不发生低阶共振的条件成为 


A 3 一 1 ，入 4 一 1. 

所以平面到其自身的保持面积的映射，若其线性部分是一个旋转而转角不是 90° 或 
120°的倍数，则它是李雅普诺夫稳定的，但是还要伯克霍夫标准形式中的系数 a; u 
不为零（保证旋转角对半径的非平凡的依赖性). 

我们没有触及这些定理中所假设的光滑性条件.任一情况下所需的最少的光滑 
性条件都不知道.例如,我们可以指出，上面的关于平面到其自身的映射的不动点之 
稳定性最初是莫泽 （ J.Moser) 在 333 次可微的假设下证到的，后来才（由莫泽和吕斯 
曼 （ Riissman)) 将导数的个数减少到 6 . 

E . 关于不变环面的定理之应用和推广 

对许多力学问题都可以应用以上提出的定理.其中最简单的一个是摆在周期变 
化的外场作用下或在悬挂点铅直振动作用下的运动问题. 
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众所周知，在无参数共振时，摆的低的平衡位置在线性近似中是稳定的. 这一位 
置对非线性效应的稳定性 (在进一步假设了没有3阶和4阶共振后）只能用关于不 
变环面之定理来证明. 

类似地，我们可以用不变环面定理来研究相互作用的非线性振子系的条件周期 
运动. 

近似于椭球面的凸曲面上的测地流是另一个例子.这个系统有两个自由度，我 
们可证明 在近于 3 轴椭球面的曲面上绝大多数测地线在近于曲面的曲率线的两条 
“聚焦线”之间振动，而且稠密地填满了其间的环. 同时，在曲面变形（没有3阶与4 
阶共振）时，包含椭球面长度居中的轴的两个椭圆变成两个闭测地线,我们也能得出 
关于它们的稳定性的定理. 

再举一个例子，我们可以看任意凸形弹子球台上的闭轨道.在这些闭轨道中有 
一 些在线性近似中是稳定的，我们可以得出结论，在一般情况下它们实际上是稳定 
的.这种稳定的弹子球轨道的一个例子是椭圆的 短轴； 因此若 一个弹子球台几乎是 
椭圆形的，则其上接近于椭圆短轴的闭弹子球轨道是稳定的. 

把不变环面定理用到非对称有重刚体的旋转问题上使我们能考虑快速旋转物体 
的不可积情况.快速旋转问题在数学上等价于在弱重力场中的中速运动 问题: 起本 
质作用的参数是位能与动能之比.若此参数很小，我们就可以用刚体的欧拉运动作 
为一次近似. 

把不变环面定理用到由于消去循环坐标（绕铅直轴的旋转）而得到的二自由度 
问题,对于快速运动物体可得以下 结论： 若物体旋转动能比位能充分大，则其角动量 
矢量之长及其与水平面的倾角永远接近于其初始值. 


由此可知物体的运动永远接近于欧拉-普安索运动和方位角进动的组合，然而要 
除去动能和总动量的初值接近于使物体可绕中间的对称轴旋转的情况.这个情况只 
在某些特殊的初始值时有可能，在中间轴附近分界流形的分裂意味着对于中间轴的 
波动比欧拉-普安索运动更复杂. 

不变环面定理的一种推广可导出在具有周期变化参数的一维振动系统的作用量 
变量永久的绝热不变性的定理.这里我们必须假设参数变动的规则是由一个缓慢时 
间的光滑周期函数给出的，而问题中的小参数是本征振动周期与参数变化周期之比. 
这时， 若参数变化周期充 分大， 则相点的绝热不变量的变化在无限的时间区间内很 
小. 


同样地我们可以证明在轴对称磁场中的带电粒子问题的作用量变量的永久的绝 
热不变性.破坏这个问题的轴对称性将使自由度的数目由2变成3,而不变环面不 
再分割等能流形，相曲线则在共振带附近游荡. 

最后，对三体（或多体）问题应用这个理论，我们就能找到“行 星型” 的条件周期 
运动.为了描述这些运动，我们必须先对行星运动问题的开普勒近似之后的下一个近 
似说几句话.为简单计,我们仅限于平面问题. 
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附录 8 条件周期运动的摄动理论和柯尔莫戈洛夫定理 


对每个开普勒椭圆，考虑连接椭圆焦点（太阳）到其中心的矢量.这个矢量称为 
拉普拉斯矢量， 它既标志了轨道离心率之大小又标志了近日点的方向. 

行星的相互作用使开普勒椭圆（以及拉普拉斯矢量）缓慢地改变.此外，长半轴 
与拉普拉斯矢量的变化有很大的 区别： 开普勒椭圆的长轴没有长期摄动，即在一次近 
似中它只围绕着其平均值有微小振动（“拉普拉斯定理”).拉普拉斯矢量则既有周期 
振动又有长期运动.要想得到长期运动，可将每个行星按其通过轨道各部分所需的时 
间成比例地“铺开”在轨道上，并以所得的“环”的引力代替行星的引力，也就是说 
将摄动沿快速运动平均化.把长期运动加上小振动就得到拉普拉斯矢量的真实的运 


动； 如果我们注意的是小的时间区间（以年计)，则小振动是主要的，但若考虑长的时 
间区间（以千年计)，其效应与长期运动的效应比较是小的. 

计算（拉格朗日早就做了）表明，在同一平面上 n 个行星各自的拉普拉斯矢量的 
长期运动是这样构成的（略去轨道离心率之平方，它与离心率本身比较很小 )： 在行 
星的轨道平面上必须安放 n 个定长矢量,按各自的角速度匀速旋转,拉普拉斯矢量 
即为其和1 


其所以能这样描述拉普拉斯矢量是因为对描述拉普拉斯矢量运动的哈密顿方程 
组，在对快速运动平均化以后，在相应于零离心率处有平衡位置.拉普拉斯矢量的运 
动之上述的描述，就是平衡位置附近小振动按本征振动的分解.拉普拉斯矢量的匀 
速旋转的分量的角速度就是本征振动的频率,其长度决定本征振动的振幅. 


我们注意到，地球的拉普拉斯矢量的运动显然是冰期出现的因素之一.理由是，当地球轨道离 
心率增加时，它接近太阳的时间减少，远离太阳的时间增加（面积速度定 律)： 所以当离心率增加 
时，气候变得严酷.这个效果的大 小是： 离心率减少时，列宁格勒纬度 (60° N ) 的年日照量可以达 
到现在相当于基辅 (50° N ) 的年日照量，而当离心率增加时，则与泰米尔半岛 (80° N ) 相当.离心 
率变化的特征时间长度（约一万年）也与冰期的间隔一致. 

由不变环面定理还可得知，当行星质量充分小时，在问题的相空间中，有一个正 
测度集填满了条件周期相曲线，使行星的相应运动接近于在缓慢变化的小离心率椭 
圆上的运动，而拉普拉斯矢量的运动接近于上述的近似所描述的运动.此外，若行星 
质量充分小，则这种类型的运动充满了相空间的大部分区域，相应于行星在不相交 
的小离心率楠圆上同公转方向的运动的开普勒近似. 

n 个行星的平面问题自由度为 2 n (视太阳不动).角动量首次积分使我们可消去 
一 个循环坐标，然而变量仍然太多使不变环面不能分割等能流形（即令只有两个行 
星，等能流形也是五维的，而不变环面是三维的).所以在这个问题中对于长半轴在 
无限时间区间上是否对一切初始条件都能保持，得不出任何结论，只能对大多数初 
始条件作出这个结论. 


G 确切些说,将第个行星的拉普拉斯矢量 表为 是长度一定的匀速旋转的 
矢量,其角速度〜与 fc 无关，详见 Arnold ,[3] 第三章，§1以^本书节 51 C 问题的脚注,——日译 
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进一步理想化可以得到一个2自由度问题.把两个行星之一代以“小行星”，它 
在第二个行星（“木星”）的场中运动而不扰动这个场. 

这样的小行星运动问题称为限 制三体问题. 平面限制三体问题可化为小行星的 
周期依赖于时间的2自由度方程组.若此外木星的轨道还是圆形的，则在和木星一 
同旋转的坐标系中，对小行星的运动将得 到一个2 自由度的自治哈密顿方程组—— 
称为圆形平面限制三体问题. 

这个问题中有一个小参数——木星与太阳的质量比.参数的零值对应于小行 
星的非摄动开普勒运动，它由在四维相空间中的一个二维环面上的条件周期运动来 
表示（因为坐标系是旋转的).这个条件周期运动的频率之一对一切初始条件都是一 
样的； 这就是旋转坐标系的角速度，即木星绕太阳旋转的频率.第二个频率依赖于初 
始条件（这就是小行星绕太阳的频率)，它在哈密顿函数的一个固定的三维等值流形 
上变化.因此,非退化条件在我们的问题中不成立，但等能非退化条件成立.柯尔莫 
戈洛夫定理是适用的，而我们的结 论是： 具有无理数的频率比的绝大部分不变环面 
当摄动行星（木星）的质量不是零而只是很小时仍是保持的. 

此外，二维不变环面可以分割哈密顿函数的二维等值流形.因此 小行星的开普 
勒椭圆的长半轴与离心率将永远在其初始值附近，只要在初始时刻开普勒椭圆与摄 
动行星的轨道不相交，而且摄动行星（木星）的质量充分小. 

此外，在恒定坐标系中，小行星的开普勒椭圆可以缓慢地旋转，因为我们的方程 
组只是等能非退化的.因此在不变环面的摄动下，频率是不能保持的，而只有它们的 
比能保持.摄动的结果，小行星近日点的方位角运动在恒定坐标系中可以与木星的 
频率稍有不同 ' 这时在恒定坐标系中近日点将缓慢地旋转. 


D 在旋转坐标系中，小行星近日点的方位角的运动频率，在非摄动时，由于旋转系坐标系的选取 
方法,与木星旋转的频率是一致的.要注意，木星的旋转频率在摄动后也是不变的.——日译者注 



附录 9 庞加莱的几何定理，它的推广和 
应用 


庞加莱在研究天体力学问题的周期解时，作出了一个很简单的然而包含了这个 
问题的基本困难的模型.这模型就是平面圆环到自身的保面积映射.这种形状的映 
射会在研究2自由度动力系统时出现.事实上，可定义一个二维截面到自身的映射 
如下： 过截面上 p 点作相曲线与此截面再相交，映 p 点到此交点（参看附录 7) .这 
样， 闭相曲线相应于此映射或其幂的不动点.反之,此映射或其幂的不动点决定一个 
闭相曲线. 


这样，动力学问题中周期解的存在问题化为圆环到其自身的保面积映射的不动 
点问题.庞加莱在研究这个问题时得到了以下定理. 


A . 圆环到自身的映射之不动点 


定理设有平面圆环到自身的保面积同胚映射.设圆环的两个边缘圆周在映射 
下按不同方向旋转，则此映射至少有两个不动点. 

边缘圆周按不同方向旋转意味着，若取环上的坐标为 ( x ,?/( mod 27 r )) 使边缘圆周 
为 x = a 和 = 则映射可用以下公式来定义 

( 工， V) 一 (/(% 2/) ，2 / + 咖，2/))， 

f , g 是连续的且对 y 以2兀为周期，而且对一切 y 有 /( a , y ) = o ,/(6, y ) = b , 以及 

y ) < ^ g ( b , y ) > 0. 

庞加莱在去世前不久宣布他已得到这个定理的证明，但只是后来才由伯克霍夫 
给出（参看 G . D . Birkhoff ，[ l ]). 
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关于这个定理迄今仍有许多未解决的 问题; 特别是希望将它推广到髙维情况，这 
对研究多自由度问题的周期解是很重要的.问题在于，庞加莱用以得出此定理的讨 
论可以应用到一系列其他问题上.然而伯克霍夫给出的巧妙的证明很难推广.因此， 
不知道庞加莱的论证所提示的结论在二维圆环之外是否仍成立.所说的论证如下. 

B . 映射的不动点与生成函数的临界点的关系 

我们将借助生成函数+ S{X 、 y) 来定义环的辛微分同胚 

—(x，n 

这里 S 对 y 有周期 2 tt . 要它是微分同胚需要 dX/dx ^ 0. 这时 

dS=(x- X)dy + (y — y)dX, 

所以微分同胚的不动点即函数 F{x,y)= S(X(x ， y) ， y) 的临界点.可以用 (x-X)dy^ 
{Y-y)dX 的积分来作为 F . 由反向旋转条件，它的梯度在两个边缘圆周上同时指向 
环内或环外. 

但是在圆环两边缘上梯度同时指向环内（或环外）的每一个环上的光滑函数必 
在环内有临界点（极大或极小）.此外可以证明环上的这种函数的临界点个数至少为 
2. 所以若能肯定 F 的每个临界点都是映射的不动点，则可以断定我们的微分同胚 
至少有两个不动点. 

不幸的是这只在条件 OX/dx # 0下，即是在可以用 X,y 表示 F 时成立.因此 
我们的论证对与恒等映射相差不大的映射成立.例如只需设生成函数 S 的导数小于 
1即可1 

将此论证给以改进（选用不同的生成函数) ® 只需要雅可比矩阵 D(X,Y)/ 
D{x,y) 的本征值不是-1，即此映射在任一点均不将切空间完全翻转即可.不幸，对 
一切与恒等映射相当不同的映射，这些条件在某些点均不成立.在一般情况下证明 
庞加莱定理要用完全不同的方法. 

映射的不动点与生成函数的临界点的联系似乎是比二维圆环到自身的映射更为 
深刻的事实.下面给出几个例子，其中上述联系给出一些有意义的 结论， 它们在一些 
限制下成立，但这些限制是否必要并不清楚. 


C . 环面的辛微分同胚 

考虑环面上保持重心不变的辛微分同胚 

(A y) (x + f(x,y),y-i-g(x,y)) = (X,Y), 


①抑 = i 

X -x Y-y 


2 

dX + dx dY + dy 



0 恐系 det I d 2 S/dydX |< l 之误.——日译者注 
又法译本作 “ F 的导&小于1”似亦不正确. — 中译者注 
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这里 a : 与以 mod 24 是环面上的角坐标，“辛”意味着雅可比行列式等于1,保持重 
心的条件意味着函数/,0的平均值为零. 

定理这样的微分同胚按重数计至少有四个不动点，其中至少有三个位置各异, 
至少当假设雅可比矩阵的本征值处处# -1 时是这样. 

证明的基础是考虑由下式定义的环面上的函数 

少 y) = \ j ( X - x){dY + dy)-(Y-y)(dX + dx), 


以及环面上的光滑函数至少有四个临界点（按重数计）而且至少有三个几何位置不 
同这一事实. 


试图对本征值不加限制来证明这个定理遇到的困难很像庞加莱在证明关于圆环 
的定理时遇到的困难. 

我们注意，关于圆环的定理可以由关于环面的定理得出，如果可以丢掉后者中关于本征值的 
条件.事实上，可以把两个同样的圆环放在一起然后在两个边缘圆周处各嵌入一个窄的圆环把它 
们联结起来就得出一个环面. 


然后我们可以把圆环的映射拓展为环面上的辛微分同胚使得， （1) 在两个大的圆环上微分同 
胚与原来的相同， （2) 在每个窄的圆环上没有不动点，而且 （3) 重心保持不动. 

作环面上的这个微分同胚要用到边缘圆周沿相反方向旋转的事实.在每一个联结圆环上都按 


其边上旋转的方向平移.因为两个联结圆环上平移的方向相反所以可以选择平移的大小使重心不 
变. 


于是在环面的四个不动点中有两个在原来的圆环上，而我们从环面的定理得出了关于圆环的 
定理. 

上述关于环面的定理可以推广到其他辛流形上，不论是二维还是高维的.为了 
提出这个推广我们必须首先重新陈述保持重心不变的条件. 

令 g : M — M 是辛微分同胚，我们说 P 同伦 D 于恒等映射， 如果可用辛微分 
同胚 A 所成的 t 的曲线将它与恒等同胚连续起来，而且在每个时刻 t 速度场 A 均 
有单值的哈密顿函数.可以证明，同伦于恒等映射的辛微分同胚构成流形上的辛微 
分同胚群之含恒等元的连通分支的交换子群. 

在流形是二维环面的情况下，同伦于恒等映射的辛微分同胚正是保持重心不变 
的辛微分同胚. 

这样我们就得到了庞加莱定理的如下的推广. 


定理一个紧辛流形上的同伦于恒等映射的辛微分同胚的不动点数，至少与此 
流形上的光滑函数的临界点数一样多（至少当此微分同胚与恒等映射相差不太远时 
是这样)①， 


①证明见 Arnold ，[16] 和 Weinstein ,[2]. 

d 原文是同调.——中译者注 
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要注意同伦于恒等映射的条件是不可少的，因为我们从环面上的平移的例子中 
已看到这一点，在那里根本没有不动点. 

至于最后一个限制（即与恒等映射相差不太远)，还不清楚它是否必不可少的. 
当流形是二维环面时，只要微分同胚的雅可比矩痒（在的任意整体辛坐标系中) 
的本征值都不等于 -1 就够了. 

这种限制在髙维问题中可能是必要的.很可能庞加莱定理是由于一种本质上是二维的效果而 
来①，如同下述的 A . LSnirerman ( A . M . IIlHHpeJibMaH ) 和 N . I . Nikishin ( H . A . HHKHmHH ) 定理一 
样: 二维球面到自身的保面积微分同胚至少有两个几何上不同的不动点. 

这定理的证明基于以下的 事实： 二元光滑函数梯度场在孤立临界点上的指标不能大于 1( 虽然 
它可以等于1,0, -1，-2, -3,…），以及二维球面到自身的保定向微分同胚所有不动点处的指标之 
和为 2. 另一方面，多元光滑函数的梯度在临界点的指标可以是任意整数. 

D . 拉格朗日流形的交 

如果在圆环的每个半径上只考虑径向移动的点，则可以给庞加莱的论证稍许不 
同的形式.在每个半径上都有这样的点，因为环的边缘圆周依相反方向转动.设可以 
作一径向移动点的光滑曲线而将圆环的内外边缘分开.这个曲线在所述映射下的像 
必与其本身相交（因为此曲线把圆环分成的两个区域被映为等面积的区域). 

若此曲线与其像和每个半径只交一次，则曲线与其像的交点显然就是映射的不 
动点. 

这种论证的某些部分可以用于高维情况，而给出动力学中周期解问题有益的结 
果.高维情况下圆环将由以下的相空间来代替:欧氏空间的一个区域与同维数环面的 
直积（圆环也是区间和圆周的直积).相空间上的辛构造按通常的方式来定义，即为 
Q = T>dxk A dyk 之形式, Xfc 是作用量变量，讲是角变量. 

不难说明我们的相空间的哪些辛微分同胚同伦于恒等映射.具体说, 一 个辛微 
分同胚 A 如果可以从恒等映射连续变形而得，而且 

多 xdy =丰 xdy 

7 Ay 

对任意闭曲线 7( 不一定同调于零）成立，则4同伦于恒等映射.此映射同伦于恒等 
映射使它不可能系统地沿 x 方向移动（“角变量的演化”)，但可以沿环面移动. 

我们考虑 n 维环面常数之一并对它施以同伦于恒等映射的辛微分同 
胚. 结秦是 原来的环面与其像至少交在 2 n 个点（计重数）上，其中至少有 n +1 个几 
何位置各异，至少在假设像环面的方程可写为 x = /( y ) 而/为光滑时是这样. 

当 n = 1时这个结论意味着构成圆环的两个同心圆与其像各交于至少两点.这 
也可从保持面积得出，因此，像具有方程 : r = f ( y ) 是不必要的. 


◎过去没有强调这一点. 
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高维时这个假设是否必要还不知道.若作了这个假设，证明可以进行如下. 

我们注意原来的环面是相空间的拉格朗日子流形.微分同胚是辛映射，所以像 
环面也是拉格朗日子流形.故其上的 1- 形式 (X - c ) dy 为闭.此外,环面上的这个形 
式是某个光滑单值函数 F 的全微分，因为此微分同胚同伦于恒等映射，所以对任意 
闭曲线 7 我们有 



我们注意，环面及其像的交点是函数 F 的临界点（因为在交点上 dF = (x — 

c)dy = 0). 

由像环面单值射影的条件（即像环面有方程 x = f ( y )) 可得， F 的临界点反过来 
也是这两个环面的交点.事实上，在这些条件下 y 可取为环面上的局部坐标，所以 
dF 在一切切于像环面的矢量上为零就蕴涵了 x = c . 

光滑函数在 n 维环面上至少有 2" 个临界点（计及重数）且其中至少有 n + 1个 
位置不同（例如参看 Milnor ，[ l ]). 

所以这两个环面至少交于 2" 个点（按重数计）而且至少有〃 + 1个位置不同. 
完全同样的证法可 表明： 任一拉格朗曰环面与其像至少交在 P 个点（其中至少 
有 n +1 个位置不同).但需设原环面和像环面可单值投影到 y 空间，即可分别写成 
x = f{y) 和: r = g(y). 

此夕卜，这个命题可借助于典则变换 { x , y ) ( x - f ( y )， y ) 化为前一命题. 


E . 对决定不动点和周期解的应用 

我们现在考虑来自动力学可积问题的以下特殊形状的同伦于恒等映射的辛 变换: 

A 0 { x , y ) = ( x ， y + w ( x ))， u ;= 盖. 


这里 x € ST 是作用量变量， y(mod 2 ir ) eT n 是角变量. 

我们设环面 x - xo 上的所有频率都可 通约： 

^ i (^ o ) = ^27 T , ki , iV 为整数； cj ( x 0 ) 7^ 0, 


而且满足非退化条件 


det 


du 

dx 


^ 0 . 
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定理 每一个同伦于恒等映射且充分接近 A 0 的辛微分同胚在环面 a ; =吻附近 
有至少 2 n 个 7 V 周期点 《即 A n ^ = 0. 这里要按重数计. 

证 可化为研究 4 n 维辛空间 （ST xr n xIET xr n )， ft = dx Ady - dX Z\dY 中 
两个拉格朗日子流形的交，其中之一是对角线子流形 ( X 二 x ， Y = y \ 另一个是 
之像. 

然而，容易在环面上直接作出适当的函数.事实上，<的形状是 

(x ， y) — 0 ， y+ o ； 0 ))， a(x 0 ) = 0, det — ^ 0. 

dx xo 

由隐函数定理，映射在环面 x = x 0 附近有一环面只作径向移动 （( rr ， y )— 

方程为 a ; = /( y ); 其像也由同样形状的方程 a ： =咖）给出.用此记号后 
有： X ( f ( y ), y ) = g ( y )， Y ( f ( y )， y ) = y ‘ 

因为4同伦于恒等映射，故#有单值整体生成函数办+ WX ，?/)/ 对^/以 
27 T 为周期. 

函数 F ( y ) = S ( X ( f ( y ), y ) iy ) 在环面上至少有 P 个临界点 y fc . 所有的点^ = 
U { yklyk ) 都是^ v 的不动点.事实上 

dF = [X — X)dy +( y - y)dX = (x ~ X)dy = ( f ( y ) - g ( y )) dy . 

故由狀 | y fc = 0 有 f ( yk ) = 5 (如）即 A N tk = ik . □ 

现在我们转到保守系的闭轨.用附录8的术语,我们可将结果表述如下. 

系 当一个由等能非退化方程组的闭轨填满的 n 维环面分解时，至少形成摄动 
问题的2"- 1 个闭轨（计重数），其中至少有 n 个位置 不同； 至少当摄动充分小时是 
这样. 

证明可借助于一个 2 n - 2维截面归结为前述定理.我们需先选角变量使非 
摄动问题在环面上的闭轨的方程是^2 = ■■- = yn = 0,再由?/1=0定义一个截面. 

在2自由度时，用二维截面与不变环面交成圆环再用庞加莱定理即得以下 结果: 
在2自由度方程组的两个二维不变环面的间隙里，若两环面上条件周期运动之 
频率比不同，则必至少有两个闭相轨道在其中. 

这样，在一切2自由度问题中我们得出许多周期解，只要能找到不变环面（例如 
在圆限制三体问题中、在闭测地线问题中等等).甚至有这样的猜测;“一般形状，，的 
具有紧相空间的哈密顿方程组的闭相曲线成一稠密集 1 ^然而，即令此事为真，绝大 
多数这种曲线之为闭并不重要，因为其周期极大. 

作为应用庞加莱方法到自由度高于2的方程组之例，伯克霍夫有一个定理，即 
接近已知的线性稳定的一般形式周期解处有无穷多周期解存在（或一空间到自身的 

nC . Pugh 和 C . Robinson 宣称他们已证明了 C 1 拓扑下的稠密性,一英译者注 
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线性稳定非退化辛映射的不动点附近有无穷多周期点存在).证明时，先用标准形式 
去逼近此映射，再用映射的不动点和生成函数的临界点的联系. 

知道了周期解使我们能证明除经典的首次积分外动力学的许多问题中不 存在首 
次积分. 例如设在已知积分的某等值流形上找到了不稳定的周期轨道.它的分界流 
形一般地构成复杂的网络，我们在附录7中已经考虑 过了. 如果发现了分界流形的 
分裂，而且如果我们能证明分界流形除了包含在我们所考虑的等值流形之外，不再 
包含于任何比等值流形更低维的流形中，我们就可以肯定方程组没有新的首次积分. 

相曲线的复杂性态，阻碍了首次积分的存在，时常一眼看到它的图像就可看出， 
而不必借助于周期解，这图像是用计算机算出的，由相曲线与截曲面的交形成 1〉 . 

F . 生成函数的不变性 

我们已经指岀，生成函数对辛流形上典则坐标系的选取没有不变性，这是很麻 
烦的.另一方面，我们又反复地应用了映射的不动点和生成函数的临界点的关系. 

结果是，虽然生成函数一般地与映射并非不变地联系着的，但在不动点附近却 
有不变的关系.更准确些说，设有一个辛微分同胚使某点不动.在这点的邻域中，定 
义一个“生成函数” 



Xk — Xfc 


— Vk 

dY k dy k 


这里用了辛坐标系 ( x , y )®. 用另外的辛坐标系 ( xW ), 我们可以同样地作出一个生 
成函数 V . 

定理 若辛微分同胚在不动点处的线性化没有本征值-1，则函数$和 V 在不 
动点的邻域中是等价的，即是说存在一个微分同胚0(—般不是辛微分同胚）使得 


^( z ) = ^( g { z )) + 常数. 


证明可见 A . Weinstein ,[ l ]. 

应该注意，两个具有生成函数的微分同胚，即令在不动点的邻域中等价，在辛微 
分同胚类中也不一定等价. 

有些命题，在本书第一版中还只是对于环面和二维流形的假设，现在已得到了 

证明.可参看 Conley C . C ” Zehnder E . The BirkhofF-Lewis fixed point theorem and a 
conjecture of V . I . Arnold , Invent , Math .1983, Vol .73, 33 〜 49; Landenbach F ” Sicorav 
J . C ., Persistance d’intersection avec la section nulle au cours d’une isotopic hamil - 
tonienne dans un fibre cotangent , Invent . Math . 1985, Vol _82, 349 〜 358 .又见 Aphojim 

①这函数沿任意弧的增量等于定义辛构造的形式在一个带上的积分，这个带是用直线区间将弧 
上各点与其像联结起来而成的.因此，函数$与此映射的联系相对于线性典则坐标变换是不变的. 

U 见 Arnold and Avez ，[ l ]§20 和 O . Lanford . —日译者注 
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B . H . IIep6o e IIIarH CHMnJieKTH ecKii TonojiorHH , YMH , T .41， 汾.6,3〜 18, Hofer ， 
Floer , Gromov , Eliashberg , Viterbo , Weinstein , Giventhal 等人关于这个问题的发展 
已可能写成整整一本书. 


附录 10 依赖于参数的本征频率的重数 
以及椭球 


在这本教程中我们已经几次遇到欧氏空间中的椭球族.例如在研究小振动本征 
频率对参数的依赖性时，我们遇到了等势面，它们是欧氏空间中的椭球面，依赖于该 
力学系的刚性（空间的度量由动能来定义).另一个例子是惯量椭球（参数是刚体的 
形状和质量分布). 

这里我们遇到了一个一般问题,即如何描述使本征值谱退化的参数值,亦即使相 
应椭球变为旋转椭球的参数值.我们注意，欧氏空间中的二次型的本征值（或椭球主 
轴的长度）当系统的参数（二次型的系数）连续变化时也是连续变化的.自然地可以 
设想在依赖于参数的系统中，在参数变化的某时刻，某个本征值将与另一个重合，所 
以系统在这些参数值上将有重谱. 

例如我们想通过把一个可调节的质量沿一个刚性附着于刚体的弧移动（从而有 
一 个可任意变化的参数 P ) 来使刚体的惯量椭球变为旋转椭球. 三 个主轴 a^cm 
是此参数的连续函数.初看起来，似乎对此参数的适当的值 ( p ) 可使两个主轴 相等: 
a ( p ) = b ( p ). 然而结果并不如此，一般说来，至少要有两个可调节的质量才能使惯量 
椭球变为旋转椭球. 

一般说来只有在有两个以上参数的典型的二次型族中才能有重谱，而在一般形 
式的单参数族中对一切参数值都只有单谱.在典型的单参数族中当参数变化时，本 
征值可以很接近，但近到一定程度后似乎彼此又互相排斥.本征值又重新分离，使那 
些想通过改变参数而得到重谱的人大失所望. 

在这个附录里我们要考虑本征值的这个似乎奇特的性态的原因，同时简短地讨 
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论具有各种对称群的系统的类似问题. 

A . 旋转椭球流形 

考虑 n 维欧氏空间 ST 的一切可能的二次型之集.此集有一个自然的 n ( n + l )/2 
维矢量空间构造.例如平面上的二次型构成一个三维空间 ( Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 以三 
个数 A y B , C 为坐标). 

正定型成为一切二次型空间的开集（例如在平面情况就是在由退化形式构成的 
锥面5 2 = 的一叶内部). 

每个以原点为心的椭球都定义一个正定二次型，使此摘球就是它取值1的等值 
集; 反之给定一正定二次型，其取值1的等值集即是一个椭球.所以我们可将正定二 
次型集与中心在原点的椭球集等同起来.这样我们就给中心为 O e f 的捕球集以 
一个+ 1)/2 维光滑流形构造（它可以用一个区图即二次型空间的一个区域来覆 
盖) • 

现在考虑 旋转椭球集. 我们说它在所考虑的空间中余维数为2, 即 由两个独立方 
程给出而不是乍看之下可由一个方程给出.准确些说,我们有 

定理 1旋转椭球集是有限个光滑子流形之并，它在一切椭球所成的流形中的 
余维数不小于 2. 

子流形的 余维数 即包围它的空间与该子流形的维数之差. 

证 先考虑 n 维空间中具有两个相等轴的椭球，其他的轴则各异.要决定这个 
椭球既要知道这些相异轴的方向，即有 

( n 一 i) + ( n — 2) + ... + 2 = 

个不同的参数,还要知道这些轴的大小，于是又有 n - 1个参数.参数总数是 

— ft _ 2 + — 2 

2 

比椭球空间维数 n(n + 1)/2 少 2. 参数个数的计算也指出恰有两轴相等的椭球集是 
一个流形. □ 

等轴数更多的椭球很清楚构成一个维数更小的集.严格的证明可由以下引理给 
出： 

引理 具有^2个二重轴，^3个三重轴，^4个四重轴等等的椭球集是一切樵球所 
成的流形的光滑子流形，其余维数为 

2i^2 + + 9i^4 + ….= 〉 : —(z — l)(i + 

它的证明可以归结为与以上类似的参数个数的计算，而在上面的特例（〃 2 = 
1 ， A = W = ... = 0) 中已分析过了.读者可以容易地完成这个计算，首先注意由 n 维 
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矢量空间的一切&维子空间的所成的子流形（即格拉斯曼流形）维数是 Mn - fc ) (因 
为 n 维空间中的一般位置的维平面可以看成是由一个 fc 维空间到一个 （n - fc ) 维 
空间的映射的像，此映射由一个 kx ( n - k ) 矩阵给出). □ 

例考虑 n = 2的情况即平面上的椭圆.一个椭圆由三个参数决定（例如两轴 
之长与一轴之方向).所以平面上的椭圆成一个三维流形，由公式看也是这样. 


然而一个圆只由一个参数（半径）决定.因此椭圆空间中由所有的圆构成的流形 
是三维空间中的一直线，而不是乍看起来的曲面. 

这个“怪事”从下面的计算中也许看得更清楚.具有相同本征值的二次型 + + 


构成坐标为 A，B，C 的三维空间的子流形而由一个方程 Ai - A 2 = 0给出， X lt2 (A } B,C ) 是本征 
值.然而此式左方是两个平方之和，可由特征方程的判别式 看出： 


A = (A + C) 2 - 4(AC- B 2 ) = (A- C) 2 + 4B 2 . 


所以厶 = 0 —个方程决定二次型空间中的一条直线 (A = C,B = 0) 而不是一个曲面. 

旋转椭球流形之余维数为2这一事实有一个简单的推论：即它不 能分割 一切椭 
球之空间（具有重谱的二次型流形并不分割二次型空间)，正如直线不能分割三维空 
间一样.因此我们不仅可以断定 “一般 位置”的椭球三轴长不同，而且 任意两个不等 
轴椭球都可用椭球空间中的全由不等轴椭球所成的光滑曲线连接起来. 此外，若将 
两个一般位置的椭球用椭球空间中的光滑曲线连接起来，而此曲线上有一点为旋转 
椭球，则将此曲线作任意小移动都可使它离开旋转椭球集，而在新曲线上所有点都 
是没有两轴相等的椭球. 

当系统刚度增加时本征频率也增加这一定理有一个简单的证明，且可以作为以 
上所说的推论.一个二次型的非重本征值对参数的导数由二次型在相应本征方向上 
的导数决定.若刚度增加，位能在各个方向包括本征方向都增加.于是本征频率也增 
加.这样，在下面的情况下，即若可能从原系统避免重谱而变为刚度更大的系统，这 
时我们已证明了频率增加的定理.有重谱出现时定理可以通过求极限来证明，这要 
基于以下的事实，即从原系统到刚度更大的系统的路径可以在区域的内域由任意小 
的摄动从重谱移开. 

总之我们可以说， 典型的单参数椭球族（欧氏空间的二次型族）中不包含旋转椭 
球 （有 重谱的二次型). 把这应用到惯量椭球我们就得出了前面的必须加上两个可调 
节质量的结论. 

现在我们转到2 参 数族.由我们的计算可知， 在一个典型的 2 参数族中,只在参 
数平面上的孤立点处可遇到旋转椭球. 


例如考虑三维欧氏空间中的凸曲面.曲面的第二基本形式在各点的切空间上定义一个椭圆. 
故有一个2参数椭圆族（在曲面一点附近选一局部坐标可将此族移到一个平面上去).我们得出 
一个 结论: 在曲面上除某些孤立点外椭圆轴长不同.因此在一般形式的曲面会出现两个正交方向 
(即椭圆的主轴）场而这两个场都具有孤立奇点.在微分几何中这两个方向称为主曲率方向，奇点 
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称为脐点.例如在椭球面上有四个 脐点; 它们位于包含最长、最短主轴的椭圆上，其中两个可在椭 
球面的测地线的图上清楚地看见（图 207). 

完全同样， 在典型的 3 参数族中， 旋 转椭球只在三维参数空间的某些曲线上遇 
到.例如若在三维欧氏空间之每点上有一椭球（即一个2指标对称张量)，则主轴场的 
奇点一般地是在某些曲线上（那里三个方向场中有两个有间断).这些曲线，如前例 
中的脐点那样可分成好几种类型.它们的分类（对于典型的椭球场）可以从附录12 
中讲的拉格朗日投影的奇性的分类得出. 

在典型的 四参数 族中，旋转椭球可在参数空间的二维曲面上出现.这些曲面除 
了在参数空间的孤立点上横截相交外没有 奇点; 参数的这些值对应于有（不同的）两 
对相等主轴的椭球. 

三重轴在5个参数时第一次出现在参数空间的孤立点上.对应于二重轴楠球的 
参数值,形成五维参数空间中的三维流形，而有两类 奇性： 沿某曲线横截相交的两枝 
和某些（不在此曲线上的）孤立点上的锥 奇性； 即参数空间中对应于三等轴椭球的点. 

这些锥奇性有以下 构造: 令三维旋转椭球流形与中心在奇点的小半径四维球面相截，我们得 
到两叶射影平面.所得出的射影平面在四维球面上的嵌人微分同胚于二维球面上的五个二次球面 
调和所给出的嵌人（即球面 xi + x 2 2 +xl = l 上的函数空间中标准的正交函数 x iXj 的五个线性 
组合，而且正交于1,给出5 2 到5 14 的一个偶映射，从而给出兄 P 2 到 S 4 的嵌入巧. 


余下的是要描述一个典型的2参数族中的二次型的本征值当参数趋向使两个本 
征值重合的奇点时的性态.稍微作些计算即知我们考虑的这一对本征值的图像，在 
参数平面的奇点附近，形如一个二叶锥面，其顶点对应于奇点，每一叶对应于一个本 
征值（图 243). 



图243单参数和二参数的一般形式的振动系统族的本征频率 


我们的二维族的典型的单参数子族，在参数平面上形如一个不经过任意奇点的 
曲线.每一个包含奇点的单参数族经过一个小摄动就会离开这个 奇点； 所得的单参 
数族是参数空间中从奇点附近通过的曲线.参数平面上接近于奇点的曲线上的本征 
值的图像是由锥面上投影到这个曲线上的点组成.因此在奇点附近，这图像接近于 


1 ) 令 J/l = Vs(x^ - X^)/2 9 y2 = = VSX2Xz^V4 = V3a ； 3® 1)3/5 = x 3 - ( 工 ? + 

4)/2, ( xi , x 2, x 3) ― ► ( yi ， V 2， y 3， y 4， ys ) 给出偶映射 S 2 ” S 4 . -日译者注 
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一双曲线，很像一对相交的直线（当单参数族通过奇点时就得到一对相交的直线). 

对2参数的二次型族的本征值的讨论可以解释当一个参数变化时本征频率的奇 
特的 性态： 一般地（除了完全奇异的情况外)，当一个参数变化时，本征频率可以彼此 
接近但不会重合;然后它们又必定按不同方向分开. 

B . 在研究连续介质的振动中的应用 

在研究描述连续介质的振动的力学系的本征频率对参数的依赖性时这些力学系 
是无限多自由度的，以上的一般论证都有应用.这些应用的基础在于以下事实，即具 
有已知重数的轴的椭球之流形的余维数由重数决定而不依赖于空间的维数. 

例如，在一切椭球之流形中，旋转橢球集的余维数在任意维空间中都是2;因此 
自然假设在无限维希尔伯特空间中的椭球之无限维“流形”中，旋转椭球之集余维 
数为 2( 因此没有重轴的椭球之空间是连通的). 

这一类讨论当然需要严格的论证.但是我们不打算从事于此，只是要看一看，如 
果把它用到连续介质的振动问题上,上面的讨论会有什么结论. 

充满一个紧区域 D 的连续介质的动能可用点 o ： 对平衡位置的偏离 u 表示为 



为确定起见，取此连续介质为膜（这时区域 D 是二维的，偏离 w 是一维的).动能在 
构形空间（即函数 u 的空间）中定义一个欧氏空间构造.位能由狄利克雷积分给出： 

U = I f ( Vu) 2 dx 
2 Jjo 

(从数学观点看来这些都已含于膜的定义中). 

膜的本征频率的平方就是二次型在构形空间（其中的度量由动能定义）上的 
本征值.我们假设一个典型的膜对应于一个典型的二次型（这假设意味着相应于各 
个膜的二次型流形与具有重本征值的二次型流形是横截的如果我们相信这个关 
于一般位置的性质,就可得出以下结论. 

1. 对一般位置的膜，所有本征频率都不同.我们可以沿一个完全由具有简单谱 
的膜所构成的连续路径从一个一般位置的膜走到另一个.此外连接任意两个膜的典 
型路径上甚至一个具有重谱的膜也没有 （ 端点可能除外). 

2. 改变膜的两个参數可以使两个本征频率 重合； 要得到三重频率必须有五个独 
立参教供 处理； 四重频率则要十个参数， 等等_ 

3. 若从一个具有简单谱的膜加以连续变形而沿着任一个一般位置的路径走到 
另一个具有简单谱的膜，则其结果，所得的第二个膜的第 fc 大的本征频率总是从原 
来的膜的第 fc 大的本征频率变来而与变形的路径 无关； 然而本征函数的拓展一般地 
依赖于变形路径（即当改变路径时，所得本征函数的符号可能改变). 

D 参看 Arnold , [11]，[12] ; 又见 D 下的日译者注.——日译者注 
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特别是，若从一个具有简单谱的膜开始，加以变形，而且在膜的空间中沿一闭路 
绕过具有重谱的膜的集（其余维数为 2), 回到原来的膜，则第 A : 大本征频率回到原 
来的值，而第个本征函数可能变号（英译 者注： K . Uhlenbeck , [1] 证明过类似的结 
论 D ). 

C . 对称性对谱的重数的影响 

重谱对一般形状的系统虽是例外，但若系统是对称的而且对称性在小扰动下保 
持，则不可能在小扰动下除去重谱. 

例如，考虑等边三角形顶点上的三个等质量质点，各用同样的弹簧彼此联结且 
联结到中心，而且可在三角形的平面上运动.这个系统有三阶旋转对称.所以有一个 
线性算子 g 作用到构形空间（维数为 6) 上,其三次幂为1而且保持构形空间的欧氏 
构造,在构形空间中给出位能的椭球也不变. 

因此， 这个椭球必为旋转椭球， 若令 g 表示构形空间上的所述算子,为橢球主 
轴上的矢量，则（因为9把補球体变为自身) 沢 仍为主轴. 

对允有两种可 能性： 或者於=《，或者 C 与於线性无关而在构形空间中交角 
120°. 在第二个倩况下 ， 《与此所张的平面上的矢量全是主轴.所以，相应于这些轴 
的本征值至少是二重的. 

我们的讨论表明，具有三阶旋转对称的系统的振动可以是两个类 型的： 或者在 
旋转120°后不变（说 = G ,或者在此旋转下变为频率相同的独立的本征振动(说与 
e 独立).在第二个情况下其实有三个同频率的本征振动形式 （€, 说和 g 2 a 但其中 
独立的只有两个： 

因为平面上三个等长而交角为120。的三矢量之和必为零. 

这个系统的本征频率数一般为 6. 为了找出其中有几个是第一型（对称）的和第 
二型（非对称）的，我们可论证如下.考虑每个质点均与其他质点独立地振动这个极 
限情况.这时选构形空间的标准正交基即六个本征振动，每个质点有两个，即一个质 
点运动，其余两个不动.用0和&表示相应于第 i 点的本征矢量，本征频率分别为 
a 和6, Xi,yi 为在标准正交基中的坐标.这时位能可写为 

U = ^( a 2 xl -\- b 2 yl ) + ^( a 2 x ^ + 4 - ^{ a 2 x \ + b 2 yl ). 

对称算子 P 使坐标轴换位 

政1 = 6， 9^2 = ^3, 9^ = Cl , 

9m = V 2 , gv2 = m, gm = vi 

1〉 现在有限维情况下举一个例.二次型 （3 - cos 0 ) x 2 — 2 ( sin 0 )xy + (3 + cos 0 ) y 2 = 1 的本征值 2 
对应于本征矢量 e (0) = (cos ^,sin ^),当0从0变到 27 T 时,它从 (1,0) 变为-(1,0)，见 K.Uhlenbeck 
的上文.——日译者注 
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现在我们可以把这个六维空间表为两条直线和两个二维平面的正交直和，而在 
对称算子 p 下不变.即是说不变直线由矢量 


心十 & + 《3 和 7?1 + 7/2 + 7/3 


的方向决定，不变平面则是它们在各由矢量&和味所张的空间中的正交补.第一条 
直线相应于频率 a 的对称本征振动的方向，第二个则是相应于 b 的对称本征振动的 
方向.完全同样，第一个平面中的每个矢量是相应于频率 a 的本征振动的方向，但旋 
转120。后成为独立的同频率的 振动; 对第二个平面的每个矢量，振动频率为6,也不 
是对称的. 

这样在这三个独立点的退化情况下，有两个对称型的独立本征振动和四个非对 
称的，而后者又分为两对.每一对中的振动频率都相同而可以由这三个点的平面旋 
转120°而互变. 

我们要指出以上结论当这三个点按任何规律相互作用时都成立，只要作用是对 
称的，即只要系统的位能当平面旋转120°时不变,则总是这样 • 

事实上,构形空间中在 g 下面不变的矢量，构成一个二维平面.这个平面的四维 
正交补中的每一个矢量,在用0作用后，就旋转 120°. 位能也就按 g 的这两个二维 
和四维的不变子空间分解为形式的直和.六个本征方向是这样选取的.六个矢量中 
恰有两个相应于对称振动，其他四个则在它们的四维正交补中，互相由旋转120°而 
互变.取这六个矢量中的任一个.对它用算子 P 作用，就与原本征振动的方向组成一 
对.然后在这一对矢量所成的平面的四维正交补中任取一个矢量，用 5 作用于其上， 
得到一对矢量.这样我们就得到了具有所需性质的六个本征振动的系统. 

这样，在具有3阶旋转对称的平面上的三个点的一般形式的系统中，有四个不 
同的本征频率，两个是简单的，两个是二重的.每个简单频率对应于一个对称本征振 
动，每个二重的则对应于三个本征振动而可由旋转120°互相得出，且其和为零（所 
以其中只有两个是独立的). 


问題将具有等边三角形对称性（不但可旋转120°而且可对三角形之髙作反射）的系统的 
本征振动分类. 

问题将对称群是立方体的24个旋转的系统的本征振动分类 • 

答振动有五个类型.在旋转下，从一个振动可以得到一组8、6、4、2或1个独立振动（最 
后的情况下振动是完全对称的). 

注为了对具有任意对称群的系统之振动分类，发展了一个特殊的工具（所谓群表示理论). 
例如可参看 JIio 6 apcKHft I \ H，TeopnH rpynn h ee npHMeHeHHe b cf)H3HKe, M •: 伞 M3MaTrM3, 

1958. 其中有必须的表. 


D . 对称系统的频率在保持对称性的参数变化下的性态 

现在设我们的对称系统一般地依赖于几个参数，其变化不影响对称性.这时不 
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同重数的本征频率也将依赖于参数，而产生了它们何时重合的问题.我们将只提出 
具有三阶旋转对称这一最简单情况的结果（对任意 n > 3阶的旋转对称，答案是相 


同的).细节可在以下诸文中 找到: A rn 0 ld [ ll ] ; Karp U shkin [ l ]. 

任何具有3阶旋转对称的系统的本征振动可分两类：对称振动以及在旋转1 2 0° 
后变出来的独立的振动.对于一般的具有 3 阶旋转对称的系统（特别是,如果没有其 
他对称性)，所有第一类本征频率都是简单的，第二类则是二重的.进一步的结果是， 
如果一个系统一般地依赖于一个参数，而且对此参数的一切值都是对称的 ，则当参数 
变化时，对称振动的本征频率不会重合，非对称振动的二重本征频率也不会分裂.此 
外，非对称振动的二重本征频率在参数变化时也不会重合.然而，对称振动和非对称 
振动的本征频率在参数变化时都独立地变动，所以对于某些离散的参数值，对称振动 
的本征频率和非对称振动的 （二 重）本征频率可以重合（然后又互相越过). 

为了使两个对称振动的本征频率重合，我们必须使至少两个参数变化；而为了 
使两个非对称振动的本征频率重合,必须至少变动三个参数. 

一般说来,在一族典型的具有三阶旋转对称性的系统中， 为了使 i 个简单本征频 
率（即 i 个对称振动）以及）个二重频率（即 j 个非对称振动）重合,族中的参数个 


数至少应是 


(^- 1 )(^+ 2 ) 
2 




我们把这应用到对称膜的振动上去.这里我们将设膜是一般形状的，允许旋转 
120。， 而且对应于构形空间的椭球空间中的一般形状的楠球，也允许由膜的旋转所诱 
导的构形空间中的变换. 

这个假设的准确的陈述是：对所有的膜除一个余维数为无穷的集外，由对称膜空间到对称椭 


球空间的映射，横截于每一个具有几个重合主轴的椭球的流形. 

如果我们同意这个假设，则关于对称膜的振动就会得到以下的结论： 

1. 对于一般形状的允许120。旋转的膜，渐近地有1/3本征频率是简单的（计重 
数)，相应的本征振动允许旋转120。.其余的本征频率是二重的；每一个二重本征频 
率相应有三个本征函数，其和为零，而且在旋转120。时互相转变. 

2. 在这种对称膜的一般的单参数族中，对于孤立的参数值，有一个简单频率与 
一个二重频率重合，但不会有简单频率（或二重频率）的互相重合. 

3. 要使本征频率的更复杂的重合（不能用保持对称性的小扰动来消除）可能实 
现，膜族的参数的最小个数是 


(i - l)(i + 2) + 




Vij l i 个简单频率和 j 个二重频率重合的点数. 

特别是,对于保持圆形膜 3 阶旋转对称的典型小变形，有 1/3 本征值（相应于本 
征函数之方位角部分为 cos 3 如和 sin 3 如的）立即分离.作进一步的单参数变形，简 
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单本征频率和二重本征频率可以互相越过，但是两个简单频率（或两个二重频率)不 
会互相重合. 

E . 讨论 

一 般位置和对称性这两个概念的重要性特别是在于在那些找不到精确解的问题 
中，它们使我们能得到一些信息.特别是，几乎没有一个膜我们知道其本征振动的形 
状.然而用一般的论证，例如关于本征值的重数，我们多少可以说上一点. 

研究连续介质的高频振动在许多领域（如光学、声学等）中是很重要的，而且已 
发展了一些近似决定本振频率的形状的特殊的方法.其中之一（称为 准经典近似） 是 
局部地寻求近似于短波长的简单谐波的振动，它的振幅与波前方向逐点稍有不同. 

经过分析（这里不作了）以后表明，在有些情况下可以作出具有所述性质的本征 
函数方程的近似解.近似解的意义是它们几乎满足本征函数方程(而不是它们接近 
于真的本征函数). 

特别是，如果膜的形状是三个角磨得彳艮光很钟的正三角形，我们可以作出一个 
上述的近似解，而且只在三角形的一个高附近与零有相当的出入（物理学家称它为 
在三角形高上运动的光线之波 近似； 这个光线就是与膜形状相同的弹子球台上的稳 
定® 轨道; 参看关于短波渐近见下一个附录). 

由对称性和一般位置的论证可知，典型的具有三阶旋转对称的膜没有上述类型 
的真实的本征振动.设膜有一个本征振动集中在一个高附近（但不是在膜的中心附 
近).则旋转120。和240。我们将得到三个本征频率相同的本征振动.这三个振动是 
独立的（由它们的和非零可得).因此本征频率的重数是3,这对于具有三阶旋转对 
称的典型的系统是不会发生的. 

从这个论证很清楚，建立本征函数的严格的高频渐近的企图是没有什么希望的 
事； 我们能够希望做到的是得到几乎本征振动的近似公式.这样一个几乎本征振动 
与真正的本征振动可以相差很大，但是若我们给出了相应于它的初始条件，则它在很 
长一个时间里很像一个驻波（本征振动). 

几乎本征振动的一个例子就是用很弱的弹簧连接起来的两个完全一样的摆中之 
一的运动.若在初始时刻，使第一个摆运动而让第二个摆固定，则在一个相当长的时 
间里，看起来只有一个摆在振动，而此振动是几乎本征的.对真正的本征振动，两个 
摆以相同的振幅振动. 

把膜的几何形状与其本征振动的性质联系起来的问题近年来由许多作者作了广泛的研究（包 
括 H . Weyl , S . Minakshisundaram and A . leijel ， A . Selberg , J . Milnor ， M . Kac , I . Singer , 

①弹 子&轨 i 线性稳定的条件系状 ip 下： 

(n + ”2 - 0(^1 - 0( r 2 - l ) > 0, 

I 是轨道区间的长, n ，/* 2 是轨道两端的台壁的曲率半径. 

U 见 Arnold : D 中所引第一文， §6. -日译者注 
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H . McKean，NL Berger , Y . Colin de Verdiere , J . Chazarain , J . J . Duistermaat ， V . F . Lazutkin ， 
A . I . Schnirelman 和 S . A . Molchanov ), 

关于最简单的 问题: “你能听出鼓的形状吗?”答案是否定的义存在着具有相同的谱的不等 
距的黎曼流形.另一方面,流形的有些性质可以从拉普拉斯算子的本征值和本征函数反推出来（例 
如全部闭测地线的长度都可以反推出来). 


1】 见 M ， Kac ,[ l ]. ——日译者注 
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从物理光学的观点看来,几何光学中对光的传播的描述，无论用光线（即哈密顿 
典则方程)，还是用波前（即哈密顿-雅可比方程）都只是近似.按物理光学的观念，光 
是电磁波而几何光学只是一次近似，而且只在波长与所考虑的物体的大小比较很小 
时,才是对现象的好的近似. 

这些物理观念的数学翻版就是相应微分方程解的渐近公式——它们对高频振 
动（即短波）给岀更好的近似.这些渐近公式既可用光线（即某个哈密顿动力系统的 
运动）又可用波前（即哈密顿-雅可比方程的解）来写出. 

类似的短波渐近对许多描写各种波动过程的数学物理方程都存在.在物理和数 
学的不同领域中这种近似有不同的名称.例如在量子力学中，短波渐近称为准经典 
近似；它们可用 WKBJ ( G . Wentzel , H . A . Kramers , L . Brillouin , H . Jeffreys ) 方法来决 

定，虽然刘维尔、格林、斯托克斯、瑞利等人早得多就应用过它. 

短波渐近的作法是基于这样的想法，即局部地看来，在每处都可看到一系列几 
乎正弦形的波，虽然其振幅和波前方向在各点上缓慢地变化.把这种形状的函数形 
式地代入描述波动过程的偏微分方程，则（在短波长的一次近似下）归结为波前的哈 
密顿-雅可比方程.求更高阶近似使我们也能决定振幅对点的依赖性. 

当然，整个这个程序需要数学论证.相应定理的准确的陈述和证明绝非易事.特 
别是由于“聚焦面”(也就是焦点或共辄点或转点等等）引起了巨大的困难. 

聚焦面就是光线族的 包络； 让光线从一个光滑的弯曲表面反射到墙上，就可以 
看得见它.若在描述波时产生的光线相交而形成聚焦面，则在聚焦面附近必须对渐 
近公式稍加修改.具体说，每条光线上的振动的相，在光线每通过聚焦面一次时，都 
会发生一个标准的跳跃 （1/4 波长). 
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利用相空间的拉格朗日子流形及其到构形空间上的投影就能很方便地得出所有 
这些现象的准确的描述.这里聚焦面解释为表示这一族光线的拉格朗日子流形由相 


空间到构形空间投影的奇性.这样，将在附录12中介绍的拉格朗日投影的奇性的标 
准形式就给岀了 “一般位置”的光线族所成的聚焦面的奇性的分类. 

在这个附录里我们将介绍（但不给出证明）量子力学中薛定谔方程的短波渐 
近的最简单的公式.更详尽的叙述可以在以下文章里 找到： J . Heading , [1] (特别是 
V . P.Maslov 为其俄译本所写的附录 2 ); Maslov , [1]; Arnold , [7]; Hormander ,[ l ]. 

A . 薛定谔方程的准经典近似解 

粒子在欧氏空间中一个位能为 C / 的场中的 薛定谔方程 是关于复值函数利 g … 
的一个方程 2 

ih~^ = —— + U ⑷ *0 ， Q € M n , i G M. 

这里 A 是一个实常数,它也是所考虑的问题中的小参数， A 是拉普拉斯算子. 

我们设初始条件具有短波形式 


^\t=o = <p(Q)e^ s{q \ 


ip ( q ) 是光滑函数而且只在某个有界区域内不为零.下面我们要求薛定谔方程满足这 
个初始条件的解的渐近 （/I — 0时）公式. 

首先我们考虑在位能为 V 的场中的经典粒子的运动，即考虑 2 n 维相空间中的 


哈密顿方程 


dH 
dp ’ 


P 


dq’ 


H =\ p 2 + U { q ). 


这些方程的解决定一个相流（关于位能我们将假设满足一些 条件； 这些条件能使粒 
子不致在有限时间内跑到无穷远处去). 

相应于短波初始条件，我们作相空间的一个拉格朗日子流形（即一个维数与构 
形空间维数相同而且定义辛构造的2-形式 dpAdq 在其上恒为零的流形).具体说， 
我们定义相应于初始条件的“动量”为相函数的梯度，即 


p ( q ) = 


ds 

dq 


引理 对任意光滑函数 s , 函数 p ( q ) 在相空间 R 271 == {{ p . q )} 中的图像是一个 
拉格朗日流形.反之，若一拉格朗日流形可微分同胚地映到 g - 空间上（即它是一个 g 
的函数的图像)，则它必由一个生成函数 s 按上式给出. 


我们用 M 记从初始条件（具有函数 s ) 作出的拉格朗日流形.在时间 i 后，相流 
〆 把 M 变为另一个流形 gW . 因为相流保持辛构造，所以新流形仍是拉格朗日流 
形. 


对于小的 i ， 新拉格朗日流形和老的一样可以微分同胚地投射到构形空间上.然 
而 f 变大以后就不一定对了（图 244). 

换言之，新拉格朗日流形的几个点都可以投影到构形空间的同一点 Q . 我们假 
设只有有限多个这种点而且它们是非退化的 （ B 卩在拉格朗日流形的投影到 Q 的各点 
上，投影到构形空间的映射的导数非退化). 



% q q 


图244相流对拉格朗日流形 
的变换 


非退化条件对几乎所有的点 Q 都成立.使它不成立的例外点 
Q 成为构形空间中的零测度集.一般况下,这个集是比构形空间 
维数少1的曲面.这个曲面在我们的问题中起着聚焦面的作用，其 
本身可以有很复杂的奇性. 

新拉格朗日流形上投影到 Q 的点是由相流从原拉格 
朗日流形（由初始条件作出）的好几个点变来的.换句话 
说，在时刻（，初始条件在原拉格朗日流形上的经典粒子 
有好几条轨道都到达 Q . 


用 (歸) 记相空间的这些初始点，&是沿着从 ( p j7qj ) 出发的相流轨道上的作 
用量.更准确些说，令 


Sj(Q,t) = sfe) + J LdO, L== ^ _U[q), 9 e {j>j,qj) = (p(0) y q{e)). 


则当 /i — 0 时，薛定谔方程的适合由函数 s 和#给出的振荡初始条件的解有渐近形 
式 

DQ _1/2 
7T - ex P 

Dqj 

fij 是一个整数（莫尔斯指数),将在下面定义. 

为了解释这个公式，我们先考虑时间 t 区间很小的情况.这时上面的和化为一 
项，因为原拉格朗日流形由相流在小时间后变换而得的拉格朗日流形仍微分同胚地 
映到构形空间上.换言之，相应于薛定谔方程的初始条件的粒子族中，只有一个在小 
时间 t 后到达 Q . 

对小的莫尔斯指数为零（从下面的定义中可以看到).这样函数 mo 和初 
始条件一样有快速振荡形式.这样定义在时间 t 的波前的函数 S 就是哈密顿-雅可 
比方程的解在时间 t 的值，此解的初始条件是由定义初始时刻的波前的函数 s 给出 
的.波在时间 t 在 Q 处的振幅可由初始时刻位于到达 Q 的轨道的起点处的振幅乘 
上一个因子来决定.这个因子是这样选 择的： 使得在粒子相应于初始条件的运动下， 
函数0之模的平方在相空间的一个被粒子充满的区域上的积分不随时间而变(这里 
我们假设在初始时刻在构形空间中选定了一个区域，然后在原拉格朗日流形上选定 
相点使其投影到构形空间上正落在这个区域内；找出这些相点在相流作用下在时间 
t 后 的像; 最后这些像在构形空间中的投影就成为“在时间 i 被粒子充满”的区域). 




17T 


J^Sj(Q,t) - —fij > + 0 (/ 1 )， 
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B . 莫尔斯指数和马斯洛夫指数 

数〜定义为由 ( Pj . Qj ) 出发的相曲线在区间 [ CM ] 内对流形 M 的焦点个数. 

对流形 M 的焦点定义如下.选一点 Q 使得在由 M 经过时间 t 投影所得的拉 
格朗日流形,在此点满足非退化条件.然后若我们考虑由 i Pj ， qj ) 出发的整个相曲线， 
则在由0到6之间的某一时刻0，拉格朗日流形 g e M 上的点 ( p (0), q ( e )) 处非退化 
条件可能不满足.这种点就称为沿此相曲线对于 M 的 焦点. 

我们要注意，对 Af 的焦点和莫尔斯指数的定义并不依赖于薛定谔方程，而只与构形空间的余 
切丛中的相流的几何性质有关（或者说与变分问题有关 • 这都是一回事). 

特别是我们可以取余切丛的过点 （ po , 如）的纤维⑺=如）为拉格朗日流形这时，在过 
( p 0 y qo ) 的相曲线对 M 的焦点称为原来点的共轭点(更准确些应说,焦点在构形空间中的投影是 
点卯沿着构形空间中从如出发的动量为 Po 的驻定曲线的共轭点).在更特殊的沿黎曼流形的测 
地线运动的情况，对于余切丛纤维的焦点称为测地线上的初始点沿此测地线的共辄点.例如球面 
上的南极就是北极沿任意子午线的共辄点 • 

一段测地线的莫尔斯指数，等于初始点的共轭点数，在变分学中起重要的作用.具体说把作用 
量的二阶微分看作我们讨论的测地线的变分空间（端点固定）上的二次型.这个二次型的负惯性 
指数就等于莫尔斯指数（例如参看 J . Milnor ,[ l ]). 


这样，测地线在到第一个共扼点前是作用量的最小值，这就说明了力学中许多变分原理称为 
“最小作用原理”是合理的. 

我们要注意,在计算莫尔斯指数时，焦点个数需计重数（一般位置的焦点重数为 


1 ). 

莫尔斯指数是所谓马 斯洛夫指数的 特例，它的定义和构形空间的余切丛之拉格 
朗日子流形的任意曲线的相流无关. 

考虑 n 维拉格朗日流形到 n 维构形空间上的投影.这是同维数流形间的光滑映 
射.它可能有奇点即导数映射降阶之点，在奇点附近投影不是微分同胚 • 

结果是， 一般地说，奇点集是 n - 1维的，它是由简单奇点 （秩 只减少 1) 组成的 
( n -1) 维光滑流形和有限多个维数分别为 n - 3或更小的光滑流形之并.这里“一 
般地”是指对拉格朗日流形作任意小扰动但保持其为拉格朗日流形就会有这些性质. 

我们应该指出.奇点集分解成的各个维数不同的小块中没有 n - 2维的.在构成 n - 1维流 
形的最简单的奇点之后，就是秩下降2 的点； 它们构成 n -3 维流形.但奇点集到构形空间上的 
投影（即聚焦面） 一 般说来包括从0维到 n _ 1维的小块而没有遗漏. 

此外，最简单奇点的 n -1 维流形在拉格朗曰流形中有 两侧； 即是说，我们可以 
对其各点的法线规定一个指向如下. 

考虑拉格朗日流形上的某简单奇点.在此点在构形空间的投影附近取一个坐标 
系 奶 ，…， Qn . 令，…， Pn 为余切丛的纤维中的相应坐标.在此奇点的一个邻域中， 
可以把拉格朗日流形看成变量 ( P 1， Q 2, …， 如) 的矢量函数（奶 ，仍 ，…， Pn ) 的图像（当 
然也可以是另一个形状类似的矢量函数的图像，不过特殊的坐标不是第一个而是另 
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外一个). 

于是,此点附近的奇点由条件# = 0定义.对于一般位置的拉格朗日流形，当 

dpi 

从奇点流形在所述的简单奇点附近的一侧穿到另一侧时,#会变号.我们称此导数 

dpi 

为正的一侧为正侧. 

要注意，必须证明在不同点附近正方向之定义互相一致.此外，也必须证明一点附近正方向是 
适当定义的，即与坐标系无关.这些都可以用直接计算来做到（见前引作者之文). 

拉格朗日流形上有向曲线的马斯洛夫指数定义为它由奇点流形的负侧穿到正侧 
的次数减去相反方向穿过的次数.这里我们要设曲线的端点不是奇点，而且只与简 
单奇点流形以非零交角相交.对这类曲线定义了指数后，我们就能对连接两个非奇 
点的任意曲线定义指数.为此只需用一个只以非零角与简单奇点流形相交的曲线去 
逼近此曲线.可以证明，指数不依赖于逼近曲线的选取. 

问思求由参数 t (0 ^ t ^ 27 r ) 定向的圆 p = cos = sin i 在相平面之拉格朗日流形 
中的指数 

答 +2. 

最后, R 2 " 中的相曲线的莫尔斯指数可定义为一个适当的 (2 n + 2) 维相空间中的 
一个 ( n +1) 维拉格朗日流形上曲线的马斯洛夫指数.我们可取 ( po , P ； qo , q )({ p , q)e 
M 2 n ) 为此空间的 坐标. 若令％ = ^Po = ~ H ( p , q ) M ( p , g ) 在 R 2 n 的一个 n 维拉格 
朗日流形（由原流形经相流作用在时间£后得出）上，则当 t 变化时,中的相应 
点构成一个 （n + 1) 维拉格朗日流形. 一 个相点在相流作用下运动的图像可以视为 
这个 ( n +1) 维拉格朗日流形上的曲线.可以验证此图像的马斯洛夫指数就是原来的 
相曲线的莫尔斯指数. 

C . 闭曲线的指数 

线性相空间的拉格朗日子流形上的闭曲线的指数也可以用复构造来计算.在线 
性相空间 R 2 " = {( p , g )} 上除了辛构造咖 A 咖外，我们再引入一个欧氏构造 (» 
量积平方为 p 2 + q 2 ) 和一个复构造,其中乘以 i 的运算定义为®^上的同构 J 如下: 

/ : R 2n -> E 2n , Iip . q ) = i ~ q , p ); z=-p + iq y C n = { z }. 

这三个构造之间有关系式 

[x, y] = 

方括弧记斜数量积. 

相空间中保持这些构造的任意两个（从而也保持所有三个）的线性变换称为酉 
变换.这种变换变拉格朗日平面为拉格朗日平面. 

每个拉格朗日平面均可用酉变换从另一个（例如方程为 g = 0的实平面得 
出.此外变实平面为同一拉格朗日平面的两个酉变换 A B 相差一个同时为正交变换 
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的酉变换: 


B = AC, CR n = R n . 

反之,先作一个正交变换不会改变此平面在酉变换下的像. 

现在我们注意正交变换的行列式等于土 1. 所以变实平面为一已知的拉格朗日 
平面的酉变换之行 列式的平方只 依赖于此拉格朗日平面而与酉变换的取法无关. 

在作了这些初步说明之后，我们再回到拉格朗日流形及其上的有向闭曲线.曲 
线上的每一点都有一个平面切于辛矢量空间的拉格朗日流形.变实平面为此切平面 
的酉变换之行列式平方是一个模为1的复数.当点沿闭曲线运动时,这个复数也变 
化.绕行曲线一周后，行列式的平方也绕复平面的原点绕某整数周,这里规定从1到 
i 是正向.这整数就是闭曲线的指数. 

闭曲线的指数出现在定常问题（本征振动）的渐近公式中.设相应于位能 V 的 
相流有一个不变拉格朗日流形于等能面 a = E 上 ‘ 这时方程 

~Aij = X 2 (U(q)-E)i ； 


有一系列本征值 Aw — 00且有渐近式 x N = m ^ 0 {^),只要对拉格朗日流形上 
的闭周界7我们有同余式 


7T 


y pdq = ind7(mod 4). 

7 


在一维情况下，拉格朗日流形是圆周，指数为2,上述公式就化为所谓“量子化 


条件 



相应于这些本征值的本征函数也与拉格朗日流形有联系，但这联系不这么简单.事实上我们 
写不出本征函数的渐近公式而只能写出近似地满足本征函数方程的函数.这些函数在拉格朗日流 
形对构形空间的投影之外很小.渐近公式在投影所成的聚焦面附近有奇性. 

然而真正的本征函数的性态可能完全不同，至少当本征值是重的或接近于重的时是这样（参 
见附录 10). 

马斯洛夫指数可以看作是斯图姆振动理论的髙维推广.请参看 Amold ， V . I .,[22]. 
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拉格朗日奇性就是拉格朗日流形到构形空间的投影之奇性.在研究哈密顿-雅 
可比方程的整体解、研究聚焦面、焦点或共轭点、分析固体介质中间断性或激波的 
传播，以及在研究短波渐近（附录 11) 时都会遇到这种奇性. 

为了描述拉格朗日奇性，我们必须先谈一谈一般的光滑映射的奇性.我们从最 
简单的例子开始. 

A . 曲面到平面上的映射的奇性 



图245惠特尼皱折 


在球面到平面的正投影中，赤道上点都是奇点（因为 
导数之秩减少1而成为 1). 结果在投影平面上形成一 
个曲线（称为视轮廓）将具有不同个数的原像点的区域分 
开： 平面上视轮廓内的点有两个原像，其外之点则没有 
原像. 

“视轮廓”较复杂的情况可能有更复杂的奇性.例如 
考虑三维空间（坐标为 x , y , z ) 中由方程 

x = yz — z 3 


给出的曲面（图 245) 以及它的平行于2轴到 ( x , y ) 平面的投影. 

投影的奇点形成曲面上的光滑曲线（方程为 3 d = y ). 然而它在 ( x , y ) 平面上 
的像并不是光滑曲线.此像是半立方拋物线，以 （0,0) 为尖点，方程为 


27 x 2 = Ay 3 , 
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这曲线将平面分为两部分：较小的（尖点内）部分和较大的（尖点外）部分.在 
较小部分内每一点上方有曲面上的三个点，在较大部分每一点的上方只有一点. 

我们现在考虑曲面的小变形.可以证明与此曲面相近的任意曲面，投影的视轮 
廓都有类似的奇性（半立方尖点）位于接近于原曲面的视轮廓的尖点处.换言之，这 

个奇性不可能由曲面的小扰动消除. 

更进一步，也可以不对曲面作变形，而任意变动曲面到平面的映射本身（而不再 
问它是否投影)，但要求它仍是光滑的，而且变形很小 • 可以 证明： 对于这样的变形尖 
点也不会消失而只会稍微变形. 

这里提出的例子已经穷尽了曲面到平面的映射所有典型的奇性.可以证明所有 
更复杂的奇性都可用小扰动消除.所以,对任意光滑映射稍加变形，我们总可以做到 
在曲面任一点的邻域中，映射或者没有奇性，或者在构造上类似于球面赤道附近到 
平面的正投影，或者在构造上类似于上述曲面的在视轮廓上有立方尖点的投影映射. 

“构造上类似于”是指，在原像曲面和像平面上，可以选局部坐标（在我们的点及 
其像附近),使在这些坐标下映射可以写成特别的方式_具体说，曲面到平面的映射在 
上述三种点附近可以化成的标准形式是 yi = A , 2/2 = $2 (非奇点 )， 2/1 = 2/2 =工2 
(如球面赤道处那样的折叠 )， 奶= x lX2 -xl y 2 = X2 (视轮廓上有光点的“皱折”). 
这里 ( x u x 2 ) 是原像的局部坐标， ( yi , y 2 ) 是像的局部坐标. 

这个定理的证明（属于惠特尼 ( H . Whitney )) 及其髙维推广可以在光滑映射奇点 

理论的书中找到，例如 Arnold [8]; Arnold , Varchenko , Gusein - zade [ l ] ; Thom and Levi - 
ne [ l ]; Golubitsky and Guillemin [ l ]. 

B . 拉格朗日流形投影的奇点 

我们现在考虑一个 n 维构形空间，相应的 2 n 维相空间和一个 n 维拉格朗曰子 
流形（即一个 n 维子流形而在其上定义相空间的辛构造的2-形式恒为零 )_ 

将拉格朗日子流形投影到构形空间上，我们即得一个 n 维流形之间的光滑映射. 
在绝大多数点上，它是局部微分同胚,但在拉格朗日流形的某些点上，其微分的秩下 
降.这些点称为奇点.在奇点集到构形空间的投影下，形成一个“视轮廓”称为拉格 
朗日情况下的聚焦面. 

聚焦面可能有复杂的 奇性； 然而和在通常的光滑映射的奇点理论中一样，可以 
用小扰动来除去太复杂的奇性（这里所谓小扰动是指拉格朗日流形在相空间中的小 
变形而仍保持其为拉格朗日流形). 

这以后只留下最简单的不可去奇性，我们可以写岀它们的标准形式而且可以一 
劳永逸地研究它 n . 当考虑一般位置的问题而不具有任意特殊的对称性时，自然可 
以设想将只出现这些最简单的不可去奇性. 

例如，考虑由一个点源发出而被一个光滑的弯曲曲面在墙上反射（这里四维相 
空间是由以一切方向与墙表面相交的直线构成的，拉格朗日子流形则由从光源发出 
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的光线与墙表面相交而成）形成的聚焦面.移动光源，我们可以看到，聚焦面一般只 
有简单的奇点（半立方尖点)，而更复杂的奇点只有当光源在特殊的例外的位置时才 
出现. 

我们下面将在 n < 5时给出 2 n 维相空间的 n 维拉格朗日子流形到 n 维构形 
空间上的投影的奇点之标准形式.这些标准形有有限多个而且（以相当神秘的方式) 
与简单李群、函数的简单退化临界点、正多面体和许多其他东西的分类有关 . n 彡6 
时某些奇点的标准形必然含有参数.更详细的细节可以参看以下 诸文： 

Arnold [10] 及 V . I . Arnold，Critical points of smooth functions and their normal 
forms.YMH 30:5(1975). 

C . 维数 n < 5 的拉格朗日流形的投影之典型奇点的标准形式表 

我们将用以下的记号： (gi,-** , Qn ) 是构形空间的 坐标； （仍，…， PrO 是相应的动 
量.于是 P ， g 合起来成为相空间的辛坐标系. 

我们将用一生成函数由 

dF OF 

Pj = —Wj 

给出一个拉格朗日子流形，这里的指标 i 遍取{1， …， n } 某个子集中的值， j 取其余 
集中之值=1，：/ > 1的奇性在表中用 At 表示 j = 1,2, j > 2的用 D k ,E k 表示. 

用这样的记号，同一个式子 F ( Phqj ) 可以认为是表示了不同维数空间中的拉格 
朗日 流形； 我们可以添上任意多个变元％而 F 实际上不依赖于它. 

典型奇性的标准形式表 如下： 当 n = 1时， 

Ai :F =p\, A 2 ：F = ±pl ； 
n = 2 时，除上述两个以外还有 


A s : F = ±p\ + q 2 Pi ； 

n = 3 时，除前三个以外还有 

A 4 ： F = ±pl + qspl 4 - Q2ph 
D 4 ： F = ±p\p2 + 93P2 ； 

n = 4 时，除了以上五个以外还有 

A b :F = ±pl + q 4 pi~\- q^Pi+ ⑽?， 

D 5 : F = ±p\p2 士 g + q^p\ + 
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n = 5 B 寸，除了以上七个以外还有 

A G : F = ±p\ ± g 5 pf + . •. + q 2 pl ， 

D 6 : F = ±PiP2 ±P2 + Q^P2 + «4P2 + 93^2 ； 
Eg ： F = ±p\ ±pi + q^Pipl + q4PiP2 + 


D . 标准形式的讨论 

型的点是非奇异的. 

A 2 型的奇性是折叠奇点.若取 ( Pun ) 为拉格朗日流形上的坐标，则投 
影映射可写为 

j Qn) —*■ (±3pi ， 必 ， .• • ， Qn)- 

A s 型的奇性是在视轮廓上有半立方尖点的 皱折. 为了看清这一点，只需把相应 
的由二维拉格朗日流形到平面的映射写出来就 行了： 

(Pi ， 必 )— (±Apl + 2^i, g2)* 






246 三 维空间中聚焦面的典型奇点 


a 4 型的奇性在三维情况第一次出现，相应的聚焦面由三维空间的一个曲面（图 
246) 表示，它有一个称为 4 燕尾”的奇点（我们已在节 4 6见过它 )• 

三维空间中有型奇点的聚焦面可用一个具有三个尖点型棱 （ A 3 型且切于一 
点）的曲面来 表示； 这些尖点型的棱中有两个可能是虚的，所以型聚焦面有两种 
式样. 


E . 拉格朗日等价性 

我们现在必须说明以上提出的例子在什么意义下是拉格朗日流形之投影的典型 
奇性的标准形式.首先我们要定义哪些奇性应看作“构造相同”. 

拉格朗日流形到构形空间上的投影映射简称为拉 格朗曰映射. 设有两个同为 n 
维的流形的拉格朗日映射（相应的拉格朗日流形一般说来位于不同的相空间中，它 
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们是不同构形空间的余切丛)，如果有这两个相空间的辛微分同胚把第一个余切丛的 
纤维变为后一个的纤维并把第一个拉格朗日流形变为第二个，就说这两个拉格朗曰 
映 射是拉 格朗日等价的. 这个辛微分同胚称为拉 格朗日等价映射. 

我们要注意，两个拉格朗日等价的拉格朗日映射可以用原像空间和像空间的微 
分同胚互变（或者如在分析学中的说法，用原像空间和像空间的坐标变换互变).事 
实上把上述辛微分同胚限制在拉格朗日流形上就给出原像之间的微分同胚，又因为 
纤维映为纤维，所以又得到像空间的微分同胚. 

特别是，两个拉格朗日映射的聚焦面是微分同胚的，因此按拉格朗日等价性作 
的分类就给出聚焦面的一个分类.然而按拉格朗日等价性的分类比聚焦面的分类细， 
因为聚焦面的微分同胚一般地并不一定给出映射的拉格朗日等价性.此外按拉格朗 
日等价性的分类比原像和像就微分同胚的分类也细，因为并不是每一对微分同胚都 
是由相空间的辛微分同胚实现的. 

在某个选定的点的邻域中的拉格朗日映射称为在 该点拉格朗曰等 价于另一个拉 
格朗日映射（也有一个选定点)，如果有第一个映射在第一点的某个邻域到第二点的 
某个邻域上的第二个映射的拉格朗日等价性，而且变第一点为第二点. 

现在我们就能提出维数 < 5时的拉格朗日映射奇点的分类定理. 

每一个 n 维拉格朗日流形 （ n 彡 5) 都可以用拉格朗日流形类中的任意小扰动变 
成这样的，使得到构形空间上的投影在每一点都拉格朗日等价于以上列出的拉格朗 
曰映射 之一. 

特别是,一个二维拉格朗日流形可以在拉格朗日流形类中用任意小扰动变到“一 
般位置”，而使得到（二维）构形空间的投影映射除折叠（它可用拉格朗日等价映射化 
为标准形式 A 2 ) 或皱折（可用拉格朗日等价映射化为标准形式乂 3 )外没有奇点. 

我们注意，这个关于二维拉格朗日映射的结论不是由一般的（非拉格朗日）映射之分类定理得 
来的.首先,拉格朗日映射只是一切光滑映射中很特殊的一类，所以它们可以有（当 n > 2时确实 
有）典型的奇点而对一般形式的映射则非典型的奇点，其次,可以用原像和像的微分同胚化为标准 
形式并不意味着可以用拉格朗日等价性化为标准形式. 

这样，一个在一般位置的二维拉格朗日流形的聚焦面只可能有半立方尖点（和 
横截自交点）的奇点.所有更复杂的奇点都会在拉格朗日流形的小扰动下消失，而所 
得出的聚焦面的尖点和自交点用小扰动就再不能消除而只能稍加变形. 

奇点的标准形式 a 4 , d 4 ，…也能类似地用来研究高维拉格朗日流形的聚焦面和 
研究含参数的低维拉格朗日流形的聚焦面当参数变动时的发展. 

本节的公式在勒让德奇点的理论即波前的奇点、勒让德变换、包络以及凸包等等的理论中都 
可找到其他应用。拉格朗日和勒让德奇点的理论不仅可以直接应用于几何光学和振荡积分的渐 
近 理论， 而且可以应用于变分法、非线性偏微分方程的间断解、优化问题、追逐问题等等。多姆 
( R . Thom ) 对奇点理论、分枝理论及其应用给出了一个总的 名称： “突变理论 ”. 
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函数除了有经典的泊松括弧外，还有更一般的（退化的）括弧. 一 个典型的例子 
是角动量矢量的分量抓的函数 F 与 G 的泊松 括弧: { F ， G } = E 
这种退化的括弧可以看作是在一族辛流形上的函数的一族通常的括 A . 杂而这些族 
一般说来是有奇性的（即非叶层构 造)； 其中含有不同维数的辛流形（即为叶)，而用 
包含空间已给的退化泊松括弧的光滑性条件联结起来(在上面给出的例中，叶就是同 
心球面和中心). 

在这个附录中，我们将要给出有限维流形上的泊松构造的最简单的基本性质.然 
而应该记住，在应用中（特别是在连续介质的数学物理问题的应用中)，时常会遇到 
无限维流形上的泊松构造，其叶（辛空间）或为有限维,或有有限余维. 


A . 泊松流形 


流形上的泊松构造，即其上的光滑函数空间李代数构造（即它们的斜对称且 
满足雅可比条件的“泊松括弧”)，使得算子 ad a { a , }( 即与一固定函数 a 作泊松括 
弧而成的缩并运算）是沿某个矢 量场& 求导的运算. 

这时,矢量场称为以 a 为哈密顿函数的哈密顿矢量场.映射 a ^ %是函数的李 
代数到矢量场的李代数的同态.具有泊松构造的流形就称为泊松流形. 

泊松流形上的两个点若能用哈密顿场的相曲线段作折线联结起来，就称为等价 
的.等价的点的类称为泊松流形的叶. 

泊松流形上的每一点上之所有可能的哈密顿场矢量构成一个矢量空间，即叶的 
切空间.所以叶是光滑流形,但它们一般是非闭的而且有不同维数. 

李代数（有限维的）之对偶空间是泊松流形的经典的例子（李在1890年明显地 
指出了它，但是实质上雅可比已考虑过了).代数本身的元可以看作是此空间上的线 
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性函数.泊松构造可以看成是李代数构造由光滑函数空间的这个有限维子空间（即 
对偶于原来的李代数的空间）向光滑函数的全空间的拓展_这种拓展是存在的且为 
唯一: 若 ,0； n 是原来的李代数的基底，则 

{ a ，6} 泊松= Z 盖最[咕，叫]李. 


在此例中，叶就是李群在其李代数的对偶中的余伴随表示的轨道. 

泊松流形的每个叶都有自然的辛构造（即在叶上的闭的非退化的2-形式).其定 
义 如下： 在叶的一点上考虑两个哈密顿场矢量.所求的2-形式在这一对矢量上之值, 
即定义为它们的哈密顿函数在该点的泊松括弧之值（此值并不作依赖于哈密顿函数 
的选取，而仅依赖于此矢量).此形式在叶上的闭性可以由雅可比恒等式得出，而其 
非退化性则可由下面的事实得出——若任意函数沿某矢量之导数均为零，则此矢量 
必为零矢量).哈密顿场的相流恒保持叶上的辛形式不变. 

于是，泊松流形的叶均为偶数维的，它可以看成辛流形（一般说来其维数不同) 
之并，其辛构造则由包含空间的泊松括弧之光滑性协调起来. 

例如在群 ^0(3) 的余伴随表示的轨道（心在原点的球面）上，可以选出协调的 
达布局部 坐标: 在非原点处的邻域中，在适当的局部坐标下，泊松构造的形状可以是 
{ x , y } = l ,{ x , y } = { y , z } = 0. 角动量空间的泊松构造的这个标准形式在多体问题 
的消除结点过程中用起来很方便（请参看 Arnold V . I . [3] 的 III . 5 . 5 节). 

雅可比就已认识到,任意哈密顿系统的首次积分的（经典的）泊松括弧可以看作 
一个泊松构造（上文第 VI 章,§1第3段就讨论了这个构造). 

在对偶于李代数的空间上,作出泊松构造,又得到一个李代数.所以这种作法可 
以重复下去,得到整个一系列新的（无限维）泊松构造.更为一般地，设在流形上已给 
岀某个泊松构造.这时，这个流形上的函数空间就有了一个李代数的构造.这意味着 
这一函数空间的对偶空间有泊松构造（作为这一函数李代数之对偶空间).函数空间 
的对偶空间的元素可以解释为原流形上的分布.这样,泊松流形上（例如在辛相空间 
上）的分布空间就有了自然的泊松构造.有了这一构造,就可以对弗拉索夫类型的方 
程应用哈密顿形式化，这种方程描述了粒子在它们自己产生的场的作用下其布分的 


演化. 


B . 泊松映射 

设已给两个泊松流形.由其一到另一个的映射如果与泊松构造相容（即对第二 
个流形上的一对函数之在第一个流形上之拉回的泊松括弧等于泊松括弧之拉回)，就 
称此映射 为泊松映射. 

例如泊松流形的每一个辛叶的嵌人映射就是一个泊松映射. 

泊松流形的直积有自然的泊松构造，而由直积到每个直积因子的射影都是泊松 
映射（函数由不同因子到直积上的拉回之泊松括弧为零). 
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李证明了，所有泊松流形局部地（即在辛叶之维数为局部常值的点附近,例如在 
秩为局部最大的一般点的邻域中）均可分解为一个辛叶与其上所有的泊松括弧均为 
0的补空间之直积. 

在这样的邻域中可以引入坐 标内， ⑹％使得 P 与 g 具有通常的辛泊松括弧，而 
每个函数 q 与任意函数的泊松括弧均为 0. 在物理学中，坐标 与& 称为 克莱布 
什变量 1〉 ，而 q 称为卡 西米尔函数. （克莱布什引人他的变量是为了对理想流体的流 
体动力学作哈密顿描述，而卡西米尔则是为了考虑一已给的李代数之对偶空间上的 
函数的李代数的中心子群). 

在泊松流形的非一般位置的点上，辛叶之维数要小于一般位置点的辛叶的维数. 
在泊松流形的这种点附近必可表为两个因子之直积 2) ，其一是此点在其辛叶上的邻 
域，另一个是在一个具有余维数的泊松的一个指定点的邻域.换言之在泊松流形的最 
小横截流形上必有一局部泊松构造（除相关一个微分同胚外是唯一的)——即所谓 

横截泊松构造（见 Weinstein A . The local structure of Poisson manifolds . J . of DifF . 
Geom . 1983, V .18, 523 〜 557)®. 在横截构造中，所有的泊松构造在该点（坐标原点) 
均为零.这个构造可由坐标的泊松括弧给出.这种括弧的泰勒级数开始各项是 

{而，％} = + …， 

这里是有限维李代数（即线 性横截 构造）的构造常数. 

自然产生一个问题:可否通过适当坐标系以消去泰勒级数的高阶项？ 

横截构造的形状问题早由作者在上引文 VI .1.3 中讨论过了. 

如果线性化代数是半单的，而泊松构造是解析的，则可用解析的坐标变换消去 

泰勒级数的高阶项（见 Conn J . Linearization of analytic Poisson structure . Annals of 
Math . 1984, V .119, 577-601). 当李群为紧时，类似的结果在光滑情况下也成立. 

A . Weinstein 先前在对形式级数证明类似结果时，提出了一个猜想，即为了消除 
级数的非线性项,半单是必要的.然而在研究平面上（一般的则是在余秩为2的构造 
上）的泊松构造之奇点时，则得到了不同的结论. 

C . 平面上的泊松构造 

从微分几何的观点看来，泊松构造是由流形上的光滑的双矢量场给出的.事实 
上，在每一点，泊松括弧对于一对余切矢量都给以一个数.所以它是切空间上的外二 
次形式的截口，即双矢量场. 

①注意， Givental ’ 指出，本文定理 3.1 不正确（英译者注，进一步的讨论可见 Weinstein A . Lie 
algebras and Poisson structure. Asterisque. 1985, 257 〜 271). 

克莱布什变量一词 也表示辛流形之被投影到泊松流形 上而不是嵌入于其内 的典则坐标.—— 
英译者注 

2 )原文作直和,英译本也是直积.——中译者注 
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雅可比恒等式表示这个双矢量场的某种“封闭性”.在二维流形上这个封闭性条 
件总是自动满足的，所以平面上的任意光滑双矢量场都会给出泊松构造.这个情况 
使我们在对平面上的泊松构造分类时，可以应用通常的关于一般位置的考虑（例如 
横截性等等).在坐标 re , y 中双矢量场可以表为 f -( d x Ad y ), 其中/为光滑函数.相 
应的泊松构造则由条件 


{尤，2/} = / b ， y ) (1) 

决定. 

平面上的泊松构造也可用分形式 drr A dy / f 来定义.这个微分形式和双矢 
量场一样是不变地与泊松构造相联系的，但与后者不同，它在曲线/ = 0上有极奇 
性.这时的 叶是： 曲线/ = 0上的点以及此曲线在平面上的余集 1〉 .曲线/ = 0上之 
点称为泊松构造的奇点.在非奇点的邻域中，平面上的泊松构造可以化为标准形式 


{ x , y } = 1. 

平面上的泊松构造在奇点附近奇性的分层之开始部分如下： 

A，o <— < 一 A.2 ^ - Ag ^ 一 乂 4 ^ 一 -A 5 ^— -^-6 ^~ 亏 ^— <— ... 

\ \ \ \ \ 

Dl }b — Pg — Dl >b — D 亏一 Dl' b < - 

\ \ \ 

Eq < - E 亏 <E 名 


图中每一个字母都表示一个泊松构造，它在适当的坐标系（以所考虑的奇点为原点) 
下可以写成 { Xy y } = /，函数/则由下表 给出： 


Ao 

A2k 

^2k-l 

:攻 

V 

x 2 + y 2k+1 

x^±v 2k 

1+ayH 

x 2 出沙 - 1 
14-ax+6y* 

■^2fc+l 

Eq 

E? 

Es 

£jiW k 

1+ax 

x s +?/ 4 

* 3 +xw 3 

1+ayT 

工 3 + J/ 5 


定理 二维流形上的泊松构造或者在每点附近均可化为上表中所列的标准形式 
之一，或者属于泊松构造空间的一个余维数为8的集合. 

因此，一般位置的泊松构造在每一点附近或者可化为标准形式 { x , y } = 1( 非奇 
点)，或 { x . y }^ y (烏点).在一位置的单参数族中还对构造的参数的个别值会遇到 
Ai :{ x ， y } = 6.( a : 2 ± y 2 ),&^0 ; 在二参数族中会遇到也 等等 • 

注1在二维情况下，所有的泊松构造构成一个线性空间，所以可以谈得上一般位置的构造 
或族，即指属于构造（或族）的空间的一个处处稠密开集中之构造（或族).在三维或更高维空间中 
的泊松构造的分类问题，从一般位置的观点来看， 不能 唯一地提出， 因 为所有这些构造并不构成一 
个单一的流形（可以找到“不同维数”的分支，如李代数的分类一样). 

n 英译本在余集二爭后加上亍《^遍通 分支” 字样. 一 中译者注 
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注2 A ) 型构造 {A y } = y 是直线的仿射变换群之李代数的对偶空间上的标准的泊松构造. 
这个构造是在1965年研究群上的左不变度量之欧拉方程时遇到的（在这个情况下即半平面上的 
罗巴切夫斯基度量).当时就已看到这构造是稳定的，而且局部等价于任意的形为 { x , y } = 2/+■•- 
的构造，这里…表示髙阶项.这个（显然的）事实与 A . Weinstein 的前面谈到的一个猜想矛盾， 
按此猜想，用形式坐标变换即可除去任意髙阶项，这种可能性乃是半单李代数的对偶空间上的线 
性泊松构造所特有的. 

注3上表中的参数 a ， 6是模（即连续依赖于此构造的不变量).更准确些说,等价于某一构 
造的诸构造，当参数变动时只会遇到有限多次.于是即使在平面上的一般位置的单参数族中，也会 
遇到具有连续统势那么多互相不局部等价的泊松构造. 

上表中的分式也可以换成多项式，但这样做不甚方便.分子中模的个数比曲线 
/ = 0的不可约分支数少 1. 这个情况并非偶然.平面上的泊松构造的一种不变量是 
按形式血 A dy/f 作出的留式 （ residue )( 先在每个分支上计算留式，再在原点计算其 
留数).各个分支的留式之和为 0. 所以模的数目要比分支的数目少 1. 

D . 体积形式之幂 

平面上的泊松构造的分类可以看成是 fidxAdy)- 1 型的微分形式的分类.更一 
般地说，考虑形为 


f(dx) a = /(xi, • * • , x n )(dxi 八…八 dx n ) a (2) 

的形式也是有意义的，这里《是一般取复值的定数.这种形式的分类及其变形，在 
一维情况不久前由 B. n. Koctob 得出，他解释了 a 的共振值（即某些负有理值的作 

用) (#yHKu. aHaJiH3 h ero Jipmi. 1984. T.18, Btm.4. 81 〜 82). 

例如，共振情况 n = l,a = -1 相应于直线上的矢量场之奇点及其分枝的分类， 
即微分方程 i : = 的奇点及其解的有限参数族之分枝.一般位置的单参数族可以 

对于光滑（全纯）地依赖于参数的变量$作光滑（全纯）的变量变换与参数变换化为 
i ： = x 2 + e 4- c ( e ) x 3 (对于 fc 个参数的情况，相应的微分方程是 i = x ^ 1 + £\ x k ~ l 

+ ... + 4 + c ( e ) x 2fc+1 ). 

C. Jlanw 对任意的 n 与 a 研究了非共振 情况： 他指出，函数 f 的几乎每一个 
遍有 ( versal ) 变形 1 在乘以 （ dx 产后，只要 a 是非共振的，都定义微分形式的一个 
遍有变形(少 yHKu . aHajiH 3 h ero npmi. 1985. T.19, Bbin.2. 78 〜 79). 

a = -1 时的情况对于泊松构造是有意义的，一般说来它们是共振的.除了如 
(2) 那样的体积形式的幂，我们还将对以下形状的微分形式 分类： 


f ^ dx , (3 


a 


⑶ 


它显然等价于形式 （2) 的分类. 

关于遍有变形请参看 Arnold V . I ., Varchenko A . N ., Gusein - Zade ， S , M . [1] 第一'卷.-中译 

者注 
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超曲面/-0不变地与形式 （3) 相联系.所以分类将从将奇性流形/ = 0化为 
标准形式开始.超曲面的奇点的分层的开始部分是已知的.在适当的局部坐标下，超 
曲面是由下表中的某一个方程给出的： 

: 士 a;?" 1 " 1 士 ㈣ 士…士 x 三 = 0, " 彡 0; 

Dp : 土 X 2 ~ X 士 4 士…士 g = 0,^ 4; 

Eg ' 十 4 土 士…土 = 0; 

E 7 : Xi 4- X 1 X 2 =h ± • • • =t = 0; 

Es : xf + ± Xg ± * * • =t = 0. 

把超曲面化为标准形式后，我们就将形式 （3) 或 （2) 的分类化成了以下形状的微分 
形式之 分类： 

, ar n ) 也 ，々⑼妾 0， ⑷ 

/ = 0 是所选定的奇性超曲面的方程， ft 是光滑（全纯）函数,它还有待于化为标准 
形式. 


E . 准齐性情况 

我们现在来考虑奇性超曲面/ = 0为准齐性的情况 （ A ， D ， E 诸情况都适合这个 
条件). 

定义 函数/称为权为 p 的 准齐性函数， 且对变量而有权叫,如果它是准齐性 
欧拉矢量场 e 对本征值 p 的本征函数（或为 零)： 




£ == y^WjXj(d/dxi). 


准齐性多项式称 为非退化的， 如果临界点0是有限重的 （ C - 孤立的).我们以下将设 
权切 i 为正. 

定理令/为非退化的权为1的准齐性多项式.则微分形式 phdxfji 里 dx 二 
dXi A ... Ada : n ，/ i 在函数的零点附近全纯，而在零点上不为 0) 可以用在零附近双全 
纯坐标变换化为 f{l + ^)) dx 的形状，这里必是权为—卢=奶 + ••• + «;„ 的准 
齐性多项式. 

的权是这样选定的，使形式 fHdx 之权为零. 

对于光滑的 M 和光滑的坐标变换)，也有类似定理成立，只不过在实的情况需以 
土1 + 0代替1 +彡， 

例 1若/?为正，则0三0,使复形式可以化为严血的形状. 

更为一般的情况下，若(可能为复数）不是负有理数，也可使 0-0; 这时不会 
出现非零的权为- a 的准齐性多项式.因此/?的共振值只能是负有理数.若多 
项式/是固定的（甚至只要其准齐性型 t /; 是固定的)，则卢之共振值构成有限的负 
有理数的算术数列 （ Xt 其余的形式 fhdx 可化为 fHx 之形). 
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例2若= -1，则0中的单项式可以用/的牛顿图式的内部整点来排序.单 
项式: r m = ccP 1 .. 对应于图式上之点 （77 M + !■，•.. ， m n + 1)( 即 x m dx 之指数). 

例3令0 = — 1, n = 3而/是上述多项式 A A 五之一,它们定义了简单奇性. 
计算权以后，可以得出 -/? - <7 < 0,所以0 = 0,由此可得 

系1有极性奇性的形式 


h(x ， y, z)dx A dy Adz 


/i ⑼ # 0, 


/ 为多项式 A ， D ， E 之一， 可以用全纯（光滑）的坐标变换化为 dx A dy A dz / f . 

用完全同样，对任意的 n > 3,在原点不为0的因子 h ( x u …，〜）可以化为 1. 

系2简单的（即无模的）形如 dxi A -*- Acix n //( xi ,--* , x n ) 的形式，其中/是 
在0点的全纯（光滑）函数，可以选用适当的局部坐标在0点附近化为一标准形式, 
其中的/或者为1，或者为 A A 五之一. 

系3 n 维空间 （n > 2) 中的简单的（即无模的） n - 矢量场局部等价于标准形式 
f(di A • • * A 9 n ), 其中 / 或者为1，或者为多项式 A ， D，E 之一，而久= d / dxk - 

系4当 Z 彡6时，在 n 维空间 （n > 2) 中的含 Z 参数的一般位置的 n - 矢量场 
中，场在每个参数值在每点的邻域中均等价于上述诸简单场之一. 

系5当 Z < 6时，在含 Z 参数的一般位置的微分形式族 dxAdyAdz / f ( x , y , z ) 

只会遇到这样的形式，它们在每点的邻域中，在适当坐标系下，可以化为以下26 1 )种 
形状 之一： 


dx A dy A dz 

i ’ 

dx A dy A dz 

X 4 土 y 2 士之 2 ， 

dx A dy A dz 
x 2 y + y A ±y 2 


dx A dy A dz 
x 

dx A dy A dz 
x 5 -\-y 2 ± z 2 
dx A dy A dz 
x 7 + y 2 ± z 2 


da: A dy A dz 
x 2 ~\~y 2 zL z 2 7 
dx A dy A dz 

x 2 y 士 y 3 + 之 2 

dx A dy A dz 
x 2 y 土 y 5 + 


dx A dy A dz 
x 3 + y 2 dz z 2 
dx A dy A dz 
x 6 ±y 2 ± z 2 
dx A dy A dz 

x 3 士 y 4 ± 


当 n = 2,/? = —1 时，此定理形状 如下： 

系 6 设 / 是权为1的非退化准齐性多项式而对其两个变元有任意的权叫，切 2 , 
这时，形式 


h(x^y)dx A dy 

/( 工, y ) 


/1(0,0) 一 0, 


(其中 / i 是原点邻域中的光滑（全纯）函数）必可用0附近的光滑（全纯）坐标 变换; 
化为 /i = 土1 + 0之形，其中0是权为1 — 切1 — 的准齐性多项式. 

D 原书作24种形状.——中译^ 
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相应于此，双矢量场与泊松构造可以局部地化为以下 形式： 

f(ty)(d x Ady) /( 工， y) 

± i ^{ x , y ) ， tx ， y 卜 irr^^y. 

对于二元函数 / 计算简单奇点 A , D,E 的权就可由此系得出 360 页的表.例如， 
对于 Ai ， 我们有 Wi = w 2 = 1/2, W 之权为0,即为常数. 

形如 hdx A dy / f 的等价类空间的维数等于权为1 - a 的准齐性多项式空间的维 
数，以上 / i ( O ) 笋0, /为固定的非退化准齐性多项式. 


F . Varchenko 定理 

A . N . Varchenko ( A . H . BapqeHKO ) 对上面的定理给出了一系列推广（见少 yHKn . 
aHajiH 3 m ero npmi . 1985. T .19, Bbm.4. 23 〜 31). 

1 .设 / 是权为 1 的准齐性多项式，对其变元 Xi, ••- ,X n 之权则为切 1, …，切„. 
设对重指标的某个集合/，单项式 X- me J 之剩余类生成幂级数代数 


C[[xi, •• - ,x n ]]/ 




的因子代数（作为一个线性空间). 

定理所有的芽 fhdx 均等价于形为/ + 的芽，这里 Z 是非 

负数 ， m e /，使得 f ^ x m f l dx 之权为零. 

2. 我们把因子空间 



的维数称为芽 / 的 非准齐性幂. 

定理 对几乎所有/?,形式 fhdxx A • * • A dx n < J 3 与 f 为固定， /l 为任意，且 
h (0) ^ 0) 的模的个数等于芽/的非准齐性幂 . /?的例外值（即共振值）中含有有限 
多个负有理数的公差为 -1 的算术数列.特别是，对于卢 >0,模的数目等于/的非 
准齐性幂. 

3. 例 当0 = 0时我们得到 

系 形式 hdx ( h (0) ^ 0) 相对于保持/之芽的微分同胚群的模的数目，等于/ 
之非准齐性幂（若/等价于一准齐性多项式，则此数为 0). 

4. 在共振情况下，结果较为复杂. 

定理 平面上具有给定奇性曲线/ = 0的泊松构造之芽的模的数目等于/之芽 
的非准齐性幂，加上曲线/ = 0的不可约分支的数目减去 1. 

在共振情况下,模的数目的性态相当规则即成为一个公差为-1的算术数列.即 
是说，当减少1时，模的数目会增加（不一定是严格增加)，但是不会达到最大值 
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(对某个> - n ) 这个最大值超过原来的值 （目卩 非准齐性幂）加上函数/的单值化算 
子 （monodromy operator ) 之本征值 e 2 iri ( 3 的若尔当方块数. 

G . 泊松构造与周期映射 

全纯函数的临界点的周期映射是泊松构造的有趣的来源（见 Varchenko A . N ., 
Giverxtal ’ A . B . [1]). 

周期映射使我们能把纤维丛的纤维上之（上）同调空间的某些构造转移到其底 
空间上.这样,在纤维的中间维数同调的相交形式 （intersection form ), 当此形式为斜 
对称时,在底空间上产生了泊松构造. 

周期映射是由以下构造来定义的.没有局部平凡的纤维丛.与之相关，在同样的 
底空间上有纤维的复系数的同调与上同调丛.这些纤维丛不仅是局部平凡的，而且 
是典则地局部平凡的（即纤维的整系数循环可以唯一地与邻近的纤维同调之整系数 
循环等同起来). 周期映射 就定义为上同调丛之截面. 

现设在光滑纤维丛的全空间中给定了一个在每个纤维上为闭的微分形式.这个 
形式的周期映 射对底空间之每一点给出在此点的纤维上微分形式的一个上同调类. 

若在纤维丛的底空间上给定了一个矢量场,则每一个（光滑的）周期映射都可以 
沿此场求导， 其导数也是一个周期映射. 事实上，上同调丛的邻近的纤维可以用上述 
的“整系数”局部平凡化彼此等同起来.所以一个截面可以（局部地）看作是映到一 
个纤维上，因此可以如像通常的（矢量值）函数那样求导. 

现设底空间是一个复流形，其复维数与上同调丛之纤维维数相同.一个周期映 
射若其沿任意的 C ——线性无关的矢量之导数在每一点都线性无关，则称为 非退化 
的.换言之，一周期映射为_退化的，只要相应的由底空间到一个纤维的局部映射为 
微分同胚. 

于是，非退化的周期映射之导数把底空间的切丛同构地映到上同调丛.其对偶 
的同构则把同调丛映到底空间的余切丛上.这个同构就把同调群的附加结构转移到 
底空间上. 

现设原纤维丛的纤维是实的可定向偶数维流形并考虑中间维数的同调.这时，每 
个纤维的同调空间上都可以定义一双线性 形式： 即相交指数.如果纤维的维数是4的 
倍数，此形式为对 称的； 否则为斜对称的.若纤维为闭的（即紧且无边的)，此形式是 
非退化的，否则可能退化.现在设此形式为斜对称的. 

在 这个情况下， 非退化周期映射将在底空间上诱导出泊松构造. 事实上，上面作 
出的底空间的余切空间与同调群（其上有斜对称的相交形式）之同构将定义一对余 
切矢量的双线性斜对称形式.两个函数在一点的泊松括弧则定义为此形式在这两个 
函数的微分上的值. 

这个括弧在底空间上定义了泊松构造（秩为常数).这一点由下面的事实就可以 
看 清楚： 底空间会被周期映射局部地与纤维上的上同调群等同起来，由此在底空间 
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上给出了局部坐标,其泊松括弧是常数. 

Varchenko 与 Givental ’ 注意到，如果按上面的方法，用一般位置的 1- 形式在 一 
个二元函数的临界点的遍有变形的判别式轨迹在底空间的余集上构造一个泊松构造， 
(如果需要，也可以在用一个典型奇性的波前集的全集上构造它).这个构造可以全纯 
地拓展到这个判别式轨迹（或波前）上.我们将限于这样产生的泊松构造的最简单的 
例子. 


考虑三维的多项式空间 

c 3 = { x 3 + 入 IX 2 + 入 2 $ + A3 }, 

A fc 是系数.具有重根的多项式组成判别式曲面（燕尾， 
图 247), 由周期映射产生的泊松构造可以（用保持燕尾 
的微分同胚）化为以下 形状: 辛叶是平面 A 2 =常数，其 
辛构造为 dAi A d；\ 3 . 

这里讲到的纤维丛是由复曲线 {( x ， y )， y 2 = x 4 + 
Aix 2 + A 2 x + A 3 } 构成的，而周期映射则例如由 ydz 给 
出（见 Arnold V . I ., Varchenko A . H ., Gusein - Zade , S . 
M . [1], 第二卷， §15). 

由周期映射产生的燕尾空间的泊松构造，可以局部地确定为在所有一般位置的 
构造中具有以下性质的 构造: 燕尾的自交曲线完全位于一个辛叶上. 

这里需要的一般位置条 件是： 辛叶在零点的切平面与燕尾在零点的切平面并不 
重合.所有在燕尾的自交曲线上为常数，而且在燕尾于零点的切平面上有非 0 微分 
的光滑函数,都在零点附近可以用保持燕尾的微分同胚化为 A 2 + 常数的形状，而在 
平面 A 2 = 常数.上的一族全纯辛构造都可以化为 dX , A d \ 3 之形用三维空间中保持 
纤燕尾和平面 A 2 = 常数上的纤维不变的全纯的局部微分化为 d\ x A d \ 3 (见 YMH . 
1985. T .40, bmh.5. 236). 

可以猜想，其他在奇点的遍有变形的底空间上的泊松造构（特别是辛构造)，只 
要是由无穷小稳定的周期映射之相交形式诱导而来，都可以用限制在判别式层上的 
泊松构造的自然的秩条件来刻画（最多相差一个保持分枝集的微分同胚).在上述三 
维空间的例子中，所谓“自然的”条件 就是： 燕尾的自交曲线含于一个辛叶中.在四 
维空间中，以下条件显然会起类似的作用，即某个子流形是拉格朗日流形，这就是在 
多项式 a; 5 + A1X 3 4- A2X 2 + A 3 x + A4 的辛空间中具有两个临界点并以零为临界值的 
多项式所成的子流形. 



图247泊松构造与燕尾 
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欧氏空间的每一个椭球面上都有一个雅可比椭圆坐标，用这些坐标可以求积这 
个椭球面上的测地球方程，还有一些其他方程，如点在具有平方位势的力作用下在 
球面上运动的方程，或点在 均勻引 力作用下在抛物面上运动的方程. 

这就导致了一个想法，即每一个无限维希尔伯特空间的每一个对称算子，都与 
自己的一类可积方程组相关.为了研究这些方程组，需要把椭圆坐标的理论移到无限 
维情况.而为此首先需要用无坐标形式来叙述有限维的二次共焦曲面的通常的理论. 

为了过渡到无限维情况，需要处处都以希尔伯特空间中的自伴算子理论代替有 
限维欧几里得空间中的对称算子理论.这时，因为椭圆坐标并不是与算子本身而是 
与其预解式相联系，原算子（可能是微分算子）的无界性并不成为严重的障碍. 

在有限情况下，这样得出的椭圆坐标成为一个可数组.然而也可能有连续谱的 
情况，这时所得的坐标组成为一个连续统.这时，由原来的希尔伯特空间（可以是泛 
函空间）中的点到其成为连续统的椭圆坐标组的过渡可以看成是泛函空间的非线性 
变换.这个变换与傅里叶变换相类似，可以称为雅可比变换，把原来的函数变成这样 
一个函数,它把成为连续统的椭圆坐标表为某个连续“指标”（即谱参数轴上的数）的 
函数.很可能，研究雅可比正变换与逆变换的泛函解析性质不久即可做到. 

与椭圆坐标一般理论同时，下面还要讨论其在位势理论上的应用. 

这个附录 的基础 是作者在纪念 L . D . Fadeer 五十寿辰 的文集 3airacKH HayMHbix ceMHHapoB 
JIOMH ( JI . M3A-bo JIOMM , 1984. T .133. 38 〜 50) 中的论文 HecKOJiKo 3aMeHamii 06 
ajuiHnTHxiecKHx KoopOTHaxax, 以及报告 MHTerpupyeMBie raMHJitTOHOBtr cHCTeMHi, CBH3aH- 
Hbie c KBa^puKaMH (no K ), Mo3epy) (YMH, 1979. T .34, 214)， 还有 Some algebro 

geometrical aspects of the Newton attraction theory (见丛书 Progress in Mathematics. Boston: 
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Birkhauser, 1983. V,36 (纪念 L R. Shafaxevich volume. 1~4)). MarHHTHbie aHajiora TeopeM 
HtioTOHa h Ahbopm, YMH. 1983 - T.38. Bhin.5 - 145 〜 146). 

本附录的结果的细节可在以下诸文中 找到： 

Melrose R. B. Equivalence of glancing hypersurfaces. Invent. Math. 1976. V.37. 

165 〜 191. 

Mo3ep K). HeKOTOpbie acneKTBi HHxerpHpyeMtix raMHJitTOHOBtix chctcm. YMH. 

1981. T-36, buil5, 109 〜 151. 

Aphojisa B* H. JIarpaHHceBu MHoroo6pa3itH c ocoGennoo thmh, acHMnTOTHMecKHe 
JiyMH H paCKpUTLIH JiaCTOHKHH XBOCT, <&yHKIJHOHaJII>HtIH aHaJIH3 H erO npHJIO»<eHHH. 1981- 

T.15, Ks 4. 1 〜 14. 

ApHOJibfl B. M. Oco6eHHocTH b BapnauHOHHOM hcmhcjichkh. HTorH HayKH. Cospe- 
MenHBie npo6jieMhi MaTewaTHKH. M. BMHMTM. 1983 - T.22. 3 〜 55. 

ruBeHMajrb A- B. IlojmHOMHajibHOCTt ajieKTpocTaTH^ecKHX noTeHUnajioB* YMH. 
1984. T.39, 253 〜 254. 

ApHOJitA H . O hbiotohobckom noTeHQHajie rHnep6ojmHecKHx cjxoeB. Tpy^u 
T6minccKoro yHHBepcHTeTa* 1982* T. 232 〜 233, 23 〜 28, 

BaramMeiiH A. iL, LUairapo B. 3. MHoroMepHue aHajiorH TeopeMU HtiOTOHa h 
Ahboph. ^yHKiQioHajibHHiH aHajiH3 h ero npHJioaceHHH. 1984. T.18, X* 4. 

A . 椭圆坐标与共焦二次曲面 

欧几里得空间中的椭圆坐标可以用共焦二次曲面来定义.共焦二次曲面的几何 
又可由欧几里得空间中的二次型来的几何（即由椭球的主轴理论或由小振动理论) 
通过转移到共辄空间而得到. 

定义 1欧几里得空间 V 中 的二次曲面束（二次型束）即单参数二次曲面族 

-(Axx^x) = 1 

(二次型族 A x ), 这里 

A X ^A- A 丑 . 

^是对称算子 

A ： V^V n , A n = A. 

定义 2对偶于欧几里得空间中一个二次曲面束的二次曲面族（即所考虑的空 
间的对偶空间中的二次曲面族） 




称为欧几里得空间 的共焦二次曲面族. 
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因此，共焦于一个二次曲面的二次曲面也构成一个单参数族，但是其中的二次 
曲面是非线性地依赖于此参数的. 

例共焦于一椭圆的平面曲线.即所有具有相同焦点的椭圆与双曲线. 

图248左方是一个共焦族的曲线，右方则是相应的欧几里得束中的曲线. 



一点的椭圆坐标就是 A 的值使得一个固定的共焦二次曲面族中相应于此 A 值 
的二次曲恰好通过此点. 

现在在欧几里得空间取定一个各个轴的长度均不相同. 

定理1 (雅可比） 经过 n 维欧几里得空间中的每一点， 恰有 n 个二次曲面.共 
焦于所选定的椭球.光滑的共焦二次曲面以直角 相交. 

证 空间的非零的点对应于对偶空间中的仿射超平面，即在此点等于1的线性 
形式.用对偶空间的语言来说，定理1表示，在 n 维欧几里得空间中不经过0的超 
平面,必恰好切于欧几里得约束中的 n 个二次曲面，而且由0到这些切点的矢量互 
相正交（图248右). 

欧几里得束的这一性质的证明基于：这些矢量定义了经过此点的二次型 S = 
^( Ax , x ) — \{ hx ) 2 之主轴，这里 (/, x ) = 1是所考虑的超平面的方程. 

事实上,在任意二次型 S 的相应于本征值 A 的主轴上，二次型 B-XE 与其梯 
度同时为 0. 这个二次型本身在主轴与超平面之交点上为0表示切点位于二次曲面 
^( A x x , x )^ l , 而其梯度为0则表示二次曲面在此点与超平面相切. 口 

定理 2 (沙尔 Chasles ) n 维欧几里得空间中一般的直线必切共焦二次曲面族 
中的 n - 1个不同的二次曲面，而在直线与它的切点处与此二次曲面相切的平面互 
相正交. 

证 将共焦族中的二次曲面沿一平行直线束投影到与此直线束垂直的超平面上. 
于是每个二次曲面将定义其视轮廓（即此二次曲面投影的临界值). Xt —般位置的投 
影方向，这个投影是超平面上的二次曲面，即其投影. 口 


引理 共焦二次曲面族的视轮廓也组成共焦二次曲面族 • 


证 在过渡到对偶后，截口变成投影，反之亦然.所以共焦二次曲面族沿平行直 
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线来投影的视轮廓对偶于对偶的二次曲面族被过原点的一超平面所截的截口. 

但是欧几里得二次曲面束被过0的超平面所截的截口，构成此超平面上的欧几 
里得二次曲面束.由对偶性即得引理之证. □ 

应用此引理于沿定理2所说的直线束的投影.按此引理，定理2中的共焦二次 
曲面族之投影的视轮廓在超平面上构成共焦二次曲面族.按定理 L 这些视轮廓以 
直角相交.从而定理2得证. 

定理 3 (雅可比与 沙尔） 在 n 维空间一个二次曲面的测地线上，过其上所有点 
所作的切线，除与此二次曲面相切外，还与 7 Z -2 个与此二次曲面共焦的二次曲面相 
切.对测地线上的所有点，这 n - 2个二次曲面都是相同的. 

证明第一部分 考虑欧几里得空间中有定向直线所成的流形.这个流形是欧几 
里得空间中按惯性运动的自由粒子的相空间的超曲面铲=1的特征之流形,而且有 
自然的辛构造. 

(所谓辛流形中的超曲面之特征就是特征方向场的积分曲线，即超曲面的切平面 
之斜正交补的场，也就是此超曲面上的哈密顿方程的相曲线，其哈密顿函数在此超 
曲面上一阶为 0. 

辛流形之超曲面的特征流形上之辛构造是根据这样的事实来定 义的： 切于原来 
流辛形的超曲面的两个矢量之斜数量积等于它们在特征流形上的投影的斜数量积 .) 

引理 A 切于欧几里得空间中一给定超曲面的所有直线所成的流形的每一个特 
征，都是由于超曲面的一条测地线在其各点上的切线构成的. 

引理 A 的证明 为简单起见,我们用欧几里得空间的欧几里得构造把余切矢量 
与切矢量等同起来，这样原来的相空间就可以看作是作用于欧几里得空间的点上的 
矢量之空间（即把动量与速度等同起来).在超曲面之各点上的切于此超曲面的单位 
矢量在相空间中形成一个余维数为 3 的子流形.这个子流形的特征在超曲面上定义 
了测地流. 

作一映射，把一个矢量映为其所在的直线，就把上述余维数为 3 的子流形映到 
切于此超曲面的直线之流形.在此映射下，特征变成（按直线之空间的辛构造而言 
的）特征.引理证毕. 



注以上的讨论很容易推广到以下的一般情况.这是 
首先由 Melrose 考虑的.令为辛流形 X 的一对超曲 
面，横截交于子流形 W 上.考虑超曲面 K 与 Z 的特征 
流形 B 与 C 7 以及在特征上的典则的商纤维丛 Y B 与 
Z — 流形丑与 C 从 A ： 得到辛构造. 

在截面 W 上可以分出 X 的一个（余维数为 3) 的超 


曲面.在它的点上 X 之辛构造在 W 上的限制退化 . W 的这个超曲面 I ：也可以定义为复合映射 


W ^ Y-^B (也可以说是 W ^ Z ^ C ) 奇点之集合这些对象构成如上面的可换图式. 
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在这个情况下，引理 A 的类似物指出，映射 S — B 与 S — C 的像的特征是 S 上的同一曲 
线(即辛流形 X 的子流形之子流形 S 的特征). 

在下面的特例下，以上所述就是引理 A : X == R 271 是 R n 中的自由粒子的相空间，超曲面 Y 
由单位矢量构成（单位矢量的条件为 p 2 = 1,即自由粒子的哈密顿函数的等值面)，超曲面 Z 则由 
位于 IT 中所研究的超曲面上之点处的所有矢量组成.这时 S 是欧几里得空间中所有可定向直 
线所成的流形，而 E 则是单位切矢量的流形.映射 S — 万把单位矢量映为包含它的直线.流形 
C 则是余切丛，则把单位球纤维丛嵌入到此空间内（换一种名词来说，就是动能的等值超 
曲面的嵌入，即具有约束的哈密顿运动). 

在研究辛几何的约束时，记住这个图式是有用处的. 

定理 3 证明的继续 设在欧几里得空间（构形空间）中给定一光滑函数，而它 
在某直线上的限制有非退化的临界点.在这个情况下，它在每一条邻近的直线上都 
有这样的临界点 （即 直线与函数的等值面的切点).所以函数在临界点的值将是直线 
的函数.我们称它为（原来的点函数的) 诱导直线函数. 

引理 B 如果欧几里得空间中的若干个点函数有以下性质，即在它们的等值面 
的某点的切平面①上有互相正交的直线，则其诱导直线函数的泊松括孤在相应于这 
个点的直线上为 0. 

引理 B 的证明 我们来计算第二个诱导函数沿第一个诱导函数（作为哈密顿函 
数）的相流的导数.第一个诱导函数在其等值面上的相曲线就是此曲面的特征.第 
一 个诱导函数的等值面是由这样一些直线组 成的： 它们都切于第一个点函数之固定 
的等值流形 

当点在曲面上的测地线上作无穷小位移时，测地线的切线将要在此切线与法线 
所成的平面上旋转（可以相差一个高阶无穷小量).由假设，第二个函数的等值面在 
此曲面与上述直线相切的切点上与第一个函数的等值面的切平面垂直.所以，在上 
述的无穷小旋转后，直线仍与第二个函数的上述等值面相切（可以相差一个高阶无 
穷小).所以第二个诱导函数在第一个函数给出的相流作用下的变化速度，在直线所 
成的空间中的所研究的点上为 0. 引理 B 得证. 

定理3证明的最后部分.在 R " 中选定一般位置的直线.按定理2,它在 n - 1 
个点上与共焦族中的 n - 1个二次曲面相切.在这 n - 1个点的每一个点之邻域中, 
作一无临界点的光滑函数，使其等值面恰好是共焦族中的二次曲面. 

固定这些二次曲面的一个（作为前述的“第一个”）并在直线空间中考虑哈密顿 
方程,而其哈密顿函数就是第一个诱导直线函数.在此哈密顿函数的等值面上，每一 
条相曲线都是由此二次曲面的一条测地线之切线组成（引理 A ). 按引理 B ， 其他的 
诱导函数与此函数的泊松括弧均为0 (因为由定理2在共焦的曲面与一直线相切的 
各点上，切平面互相垂直). 


①每个函数的切点各不相同. 
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所以，所有的诱导函数约为其中之一生成的哈密顿方程组之首次积分.因为切 
于第一个二次曲面的测地线的直线构成第一个方程组之相流，所有的诱导函数在其 
上均取常值.定理3由此得证，而且同时还证明了以下的结果. □ 

定理 4 欧几里得空间中的二次有心曲面的测地流是刘维尔意义下的完全可积 
方程组（它的对合的独立积分的个数与其自由度个数相同). 

注严格说来，我们只对一般位置下的直线证明了定理3,但是这些结果可以用连续性拓展 
到例外情况（特别是拓展到这次二次曲面的渐近线上去).完全同样，定理4开始时只是对具有不 
相等主轴的二次曲面证明的，但是通过求极限，也可推广到更对称的旋转二次曲面（以及无心的抛 
物面）上去. 


B . 牛顿和艾弗里 ( Ivory ) 定理的磁类比 


用椭圆坐标可以把熟知的牛顿关于球面的引力定理推广到捕球面上去. 


定义 椭球面的 homeoidaPS 度即由此椭球面与同心的位似的无限接近的椭球 
面所成的一层之密度. 

艾弗里定理 具有有限质量的分布于一有 homeoidal 密度的椭球面，对椭球面 
所围成的椭球内部各点引力为0,而对其外部各点的引力与具有同样总质量的也具 
有 homeoidal 密度但较小的共焦棍球面的引力一样. 

这里，引力按牛顿定律或库伦定律确定：在 n 维欧几里得空间中，引力正比于 
r 1 -1这就是拉普拉斯方程的基本解). 

关于内点上的引力的牛顿定理也可以移用于双曲 homeoidal 层，以及分布在任 
意次双曲多项式的等值面上质量的引力， 

[ m 次多项式 /( xi ,--* , x n ) 称 为双曲 (关于0点) 多项式， 即指它限制在过0的 
任意直线上时只有实根. 

双曲面/ = 0上的电荷的 homeoidal 密度是这样定义的，即在超曲面/ = 0与 
f = e ^ 0 之间的均勻的无限薄层的密度（电荷的符号要这样选取，使得相继的卵形 
面上有电荷反号). 

homeoidal 电荷对 0 点没有引力（对最内层卵形面内部各点也无引力)，而且若将 
密度乘以任一个次数不超过 m - 2的多项式时，这个性质不变. 

推广 若对 homeoidal 密度乘以 m — 2 -\-r 次多项式，则这 一 电荷之位势在最内 
层卵形面内是一 r 次调和多项式 （ A . B . Givental ’， A . B . rHBeHTajit , 1983). 位势的 
高阶导数在以后的区域中是代数函数 （ V . A . Vasiliev ， B . A . BacHJiteB , 1989) n = 2.] 

当试图将艾弗里关于共焦椭球层的引力的定理推广到双曲面，就可以看清楚双 
曲面的拓扑结构起了本质的作用.当过渡到不同符号数的双曲面时，就将以考虑双 

Dhomeoidal —词找不到适合的中文名词，故原文照录.——中译者注 


附录 14 关于椭圆坐标 


• 373 . 


曲面上不同次数的调和微分形式代替 homeoidal 密度，而代替牛顿或库伦位势的是 
按比奥-萨瓦尔 ( Biot - Savart ) 定律相应地推广了的位势. 

在三维欧几里得空间中的单叶双曲面这个最简单而又不平凡的情况，结果 如下: 

这个双曲面把空间分为两 部分： “内域”与（不是单联通的)“外域考虑椭圆坐 
标曲线,其等值面是与一固定的双曲面共焦的二次曲面. 

这个双曲面与椭球面相截而得的椭圆坐标曲线（即双曲面上的闭曲率线）称为 
此双曲面的 纬线， 与双叶双曲面相截而得出的与它们正交的线称为子 午线. 

虽然椭圆坐标（在族中二次曲面的每一个对称平面上）都有奇性，双曲面可以光 
滑地用纬线纤维化（纬线微分同胚于圆周)，也可用子午线纤维化（子午线微分同胚 
于直线). 

在双曲面的管子形状的内域也可以用（正交于共焦椭球面族的）子午线光滑地 
纤维化,而环形的外域则用（正交于双叶双曲面的）纬线光滑地纤维化. 

定理 具有适当电流密度的沿双曲面子午线之电流会产生一个磁场，它在双曲 
面的管状内域中为0,而在其环形的外域中取纬线方向.具有适当电流密度的沿着双 
曲面纬线的电流，则在外域中产生0磁场，而在内域中磁场方向则沿着子午线. 


产生这种磁场的电流按以下方式推广了椭球面上的 homeoidal 密度. 


与三维欧几里得空间中的共焦二次曲面相关有两个焦点曲线 
(focal curves ): 椭圆与双曲线（图 249) 共焦椭圆是椭球族的极限 
的 边缘： 令一个短轴趋于0 (对于双叶双曲面用类似方法可得共焦 
双曲线). 

在共焦椭圆上可定义 homeoidal 密度如下.先考虑一个非平 
面的纬线,它是共焦椭球面与单叶双曲面的非平面的截线.在此纬 
线上的 homeoidal 密度定义为一无限细的“导线”上的密度.这条 



图249焦点椭圆与 
焦点双曲线 


线是这样得出的，即一方面考虑此椭球面与相邻的无限接近的位似而且同心的椭球 
面所夹的一层，另一方面则考虑此单叶双曲面与相邻的无限接近的位似而且同心的 

单叶双曲面所夹的一层，二者相交就得出这条线.讳线上的密度需要规范化使得其 
总质量为 1. 


现将焦点椭圆看成非平面纬线的极限.可以得知，当纬线趋向于焦点椭圆时，纬 
线上的规范化 homeoidal 密度有一确定的极限.这个极限密度就称为焦点椭圆上的 
homeoidal 密度. 

用类似的方法可以定义焦点双曲线上的 homeoidal 密度. 

现在我们可以描述产生定理中所说的磁场的电流了.单叶双曲面可以以焦点椭 
圆为底空间纤维化（一点上的纤维即过此点的双叶双曲面的子午线). 

定理中所说的子午线电流，通过双曲面上任意曲线的流量就等于焦点椭圆上的 
homeoidal 密度形式沿此曲线在焦点椭圆（沿一双叶双曲面）上的投影积分. 
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沿纬线上的电流密度也可类似地由焦点双曲 
线上的 homeoidal 密度导出（图 250). 

注具有上述电流密度的纬线电流在双曲面的管状 
区域内的磁场在每一个共焦椭球之外（除相差一个符号 
夕卜）都与按 homeoidal 密度分布于此楠球面上的电荷所 
产生的牛顿或库伦场相同 

图咖 双曲爾电流之磁场 完全相同在单叶双曲面外侧的环形区域中子午线电 

流的磁场,在每个共焦双叶双曲面的两叶之间所产生的磁 

场，除相差一个符号外，也等于两个大小相同但符号相反的电荷各按 homeoidal 密度分布于一叶 
上所得的库伦场 （ O . P . Shcherbak ， O . II . niep6aK ) 

以上的结果最近由 B . Z . Shapiro ( B . 3. IHaimpo ) 与 A . D . Weinstein ( A . R . 
BaHHmxeHH ) 推广到任意维欧几里得空间的双曲面上.对于]中微分同胚于沪 ><鈀 
的双曲面，作出了在外域(微分同胚于沪与半空间之积）中调和的 fc - 形式与内域中 
调和的形式. 

在相应的 fc - 维焦点椭球与 P 维焦点双叶双曲面上也定义了 homeoidal 密度，也 
是从无限接近的位似二次曲面夹成的层的截口求极限而得，上面只说明了 k = l = l 
的情况. 

这些非计算的几何定理的证明，甚至在三维空间的磁场这一特例也是未为人知 
的. 



注在双曲面及其余集的区域上出现了特定的调和形式启发我们，在非紧的（甚至可能是有 
奇点的）实代数流形或半代数流形上，在微分形式空间中，有可能找出一个滤过结构 ( filtration ), 
类似于出现在混合 Hodge 结构中出现的那种. 


@这 个密度 正是同样电荷在导体捕球上分布的密度. 




附录 15 射线族的奇性 


射线族的最简单的例子就是欧几里得空间中曲面的法 
线族. 

在光滑曲面附近，法线族构成光滑的纤维丛，但在距曲面 
一定距离处，不同的法线开始相交（图 251). 早在阿基米德， 
就已经研究过由此组成的复杂图景，但是直到1972年后才弄 
清楚射线族的奇性与反射组成的群的联系. 

对这种联系的存在看不到有什么先验的征兆（可以说其 
令人吃惊，犹如切线与面积有联系).它是研究函数临界点的 
有力工具.到1978年，说明了由反射生成的群也控制着惠更 
斯渐开线的奇性. 



图251抛物线的法线族 


惠更斯 （1654 年）发现了，平面曲线的渐开线在渐开线与 
曲线相遇处有转折点（图 252). 渐开线及其高维的推广就是 
有边流形的波前面.波前面的奇性，与射线族的奇性一样，是 
按反射生成的群来分类的. 

正如在无边流形上的射线与波前与外尔 （ Weyl ) 系列的群 
A 乃与五有联系，渐开线的奇性则是由群 氓 C ， F (它们在邓 
肯 ( Dynkin ) 图上有双线联系）来表示. 

由反射生成的其他的群 ( h { p ), H 3 , H 4 ) 直到不久以前，还 
没有在奇点理论中找到应用.到1982年秋以后，情况有了变 
化.发现了二十面体对称群丑 3 控制了平面曲线扭转点附近渐开线族的奇性. 

深藏在曲线的扭转点附近的二十面体，一如在开普勒关于行星距离的规律中的 
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二十面体一样神秘.但是二十面体在1984年出现在研究射线族与波前族的更复杂的 
奇性并非偶然，在这里发现了唯一剩下的群迅. 

在本附录中将简略地描述射线族的奇性理论.更详细的叙述可见以下绪文％ 

ApHOJibA B, PI, Oco6eHHOcTH CHCTeM YMK. 1983. T.38, Btm.2. 77 〜 147. 

ApHOJibj B, VL. OcoSeHHOCTH b b apnaimoHHOM CoBpeMeHHue npo6jieMti 

METeMaTHKH. M.: BPfflMTM. 1983. T.22. 3-55 (此卷与 T.33 (1988) 都是关于奇点理论 ). 

JIjmiKO O. B. KjiacCH 中 HKamiH KpHTH^ieCKHX TO^eK (JjyHKHHH Ha MH0r006pa3HH c oo 

o6mm KpaeM- (fyHKii- aHaJiH3 h ero npunomenKH. 1983. T. 17, JV® 3* 28 〜 36. 

IIIep6aK O, IL Oco6eHHocxH ceMeiicTBa 3BOJibseHT b oKpecTHOCTH tomkh nepern6a 
KpHBoii h rpynna if3, nopo^c^eHHaa oTpa»<eHHHMH. aaajm3 h ero npHJioaceHHfl. 

1983. T.17, ^ 4. 70-72. 

IIIepSaK 0、 IL BojiHOBue < J>pohtij h rpynnu OTpa ^ KeHHH . YMH. 1988* T.43 ， sun.3. 
125-160. 

BapMeHKO A. H, Hmymob C. B. KoHewHtie HenpHBOjmMue rpynnbi, nopo«^eHHbie oto 
6pa>KeHHflMH > cyTB rpynnu moho^pomhh no^pcoAjnniix oco6eHHOCTefi. 伞 yiiKU. anajiH3 h ero 

npHJio>KeHHH. 1984. T,18, 汾 3, 1~13. 

ApHOJib^ M. Oco6eHHocTH pemeHHH BapHannoHHux 3a^aM. YMH. 1984. T\39, 
Bbin-5. 256. 

这里讲的结果都是关于如此简单的几何对象,何以没有被经典大师们注意到，真 
令人惊奇.例如，三维空间中一般位置的曲面的投影的局部分类，直到1981年才得 
到.这些射影的不等价芽为数有限，共14 个: 从空间的不同点去看一个曲面,在此曲 
面的一般位置的点附近，曲面竟然可以表现为这么多种不同的样子！ 


A . 辛流形与射线族 



空间 


1. 欧几里得空间中有 向直线的空间 （图 253) 可以与球面的 
余切丛等同起来，从而具有辛构造. 

2. 较为一般地，我们考虑辛空间的任意超曲面.它的切空间 
的斜正交补称 为特征方向， 超曲面的特征方向场之积分曲线称为 
其特征.特征的流形也由原流形得到了辛构造. 

3. 特别是， 一 般变分问题的 极值线 场有辛构造. 

4. 考虑奇 数次二元形式 (即两个变量的齐次多项式) 空间 .平 
面上的线性变换群作用在这个偶数维矢量空间上.在这个空间存 


在唯一的（除相差一个乘数外）非退化斜对称双线性型，且对于行列式为1的线性变 
换群 SL ( 2 ) 为不变的.这个形式给奇数次二元形式的流形以自然的辛构造. 


这里的文献全是俄文的，读者可以参看 Arnold V. I. Singularities of caustics and wave fronts. 
Kluwer Academic Publisher. 1990. - 中译者注 
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5. x 和 y 的二元形式中， x 2 ^ 1 的系数为1者形成了此空间的一个超平面.这 
个超平面的特征流形自然地等同于 a ： 的 偶数次多项式 a: 2fc + ... 之流形.我们前已在 
这个多项式空间中定义了自然的辛构造. 

6. 沿 a ; 轴的平移之单参数群保持上述辛构造.这个群的哈密顿函数是一个二次 
函数（早就由希尔伯特得到了 （1893 年 )). 哈密顿函数之等值面的特征流形自然地等 
同于 x 的次数为 2 k - I 且首项系数为1根之和为0的多项式流形.在这个多项式空 
间中我们也有自然的辛构造. 

B . 辛流形之子流形 

把辛构造限制在一子流形上，我们仍有一个闭的2-形式，但不一定非退化.在 
欧几里得空间中，子流形除有内蕴几何外,还有广泛的外曲率理论.在辛几何中情况 
就比较 简单： 

定理 （ A . B . Givental 5 ( A . B . ruBeHTajiB )， 1 98 1 年） 辛流形的子流形芽可 
由辛构造在其上的限制得到.最多相差一个辛微分同胚. 

中间的定理，其中用到辛构造在不切于子流形的矢量上之值，早前已由 A . We ~ 
instein 证明过 （1973 年). Givental ’ 的定理与 Weinstein 的定理不同，可以用来对辛 
空间的一般位置的子流形的芽进行 分类; 其中只需用到 J . Martinet 和他的学生们对 
辛构造的退化性质的分类. 

例 

1. 辛空间中一般位置的二维曲面，在其每一点附近均（在达布坐标中）微分同 

胚于曲面 P 2 =Pi ， P3 =扔= ... = 0. 

2. 在四维子流形中，可以稳定地遇到 Martinet 的楠圆与双曲奇点的曲线，其标 

准形式为 3 

+ 仍= 0, = … =0. 

椭圆性与双曲性是关于不变地联系于子流形的动力系统的运动特性的.由此产生的三维空间 


中的无散度矢量场有整条的奇点曲线.奇点曲线的分类不像奇点分类有那么多病态（后者的难度 
近于天体力学). 

以上是光滑子流形的辛奇点理论最初几步. 

C . 射线族理论的拉格朗日流形 

我们再提一下， 所谓拉格朗曰流形就 是辛流形的这样的子 流形： 辛构造在其上 
为0,且有最大可能的维数（整个辛空间维数的一半). 

例 

1. 余切丛的纤维 均为拉格朗日流形. 

2. 欧几里得空间的（任意维）光滑子流形的 所有有向法线之流形 是所有直线之 
空间的拉格朗日子流形. 
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3. 所 有可被 # 整除的多项式 o; 2n + ... 的流形是拉格朗日流形. 

若一纤维丛之纤维是拉格朗日流形，则称之为拉 格朗日纤 维丛. 

例 

1. 余切丛 是拉格朗日纤 维丛. 

2. 对欧几里得空间之每一有向直线均对应其上的单位矢量，这样得到的 高斯纤 
维丛是拉格朗日纤维丛. 

所有固定维数的拉格朗日纤维均局部地（即在全空间每一点的邻域中）辛微分 
同胚. 

拉 格朗日 映射就是拉格朗日子流形到拉格朗日纤维丛的底空间的投影，即是 
V ^ E ^ B . 第一个箭头是拉格朗日子流形 V 到拉格朗日纤维丛的浸入 （ im ¬ 
mersion ). 第二个箭头定义了拉格朗日纤维丛的投影. 

例 

f^q 

1. 梯度映射 g h 

2 . 法线映射，即把欧几里得空间的子流形映到此法线端点的映射. 

3. 高斯映射， 即将欧几里得空间横截定向曲面的一点映到单位法线矢量（相应 
的拉格朗日流形正是由这些法线组成的). 

拉格朗日映射的 等价性 就是纤维空间之间的一个辛映射，它把纤维映为纤维 ，而 
把第一个拉格朗日流形映为第二个拉格朗日流形. 

拉格朗日映射的临界值集称 为聚焦 曲面.等价映射的聚焦曲面互相微分同胚. 

例法映射的聚焦曲面就是法线族的包络， 即焦点曲面 (由率中心的曲面). 

所有的拉格朗日映射均局部地等价于梯度映射（法映射，高斯映射). 一 般位置 
的梯度映射（法映射,高斯映射）的奇性均与一般的拉格朗日映射的奇性相同，其中 
最简单的可以按反射群 A k , D k , E 6 , E 7 y E s 来分类（见附录 12). 

例考虑尘 埃状粒子所成的介质 在其惯性下的运动，且其速度具有势场.经过 
时间 f 以后,原来位于: r 处的粒子走到了 处，我们于是得到了一个由 R 3 到 

R 3 的单参数光滑映射族. 

这些映射均为拉格朗日映射.事实上，速度的势场给出了余切丛的拉格朗日截 
口.牛顿方程的相流会保持拉格朗日性质.但对于较大的这个拉格朗日流形就不 
再是截口了.它在底空间上的投影将会有奇性.这个映射的聚焦曲面就是粒子密度 
成为无限之处根据 Zel’dovich(3ejibAOBMHy)(1970 年)，类似的模型（考虑到引力 
和宇宙的扩张）可以描述物质在宇宙中的分布的整体不均匀性. 


①聚焦曲面与尘埃介质密度的联系首先是由 Lifshitz, Sudakov 与 Halatnikov 发现.他们的总结 

见 Lifshitz E. M” Halatnikov J* M. Investigations in relativistic cosmology, Adv. Phys ， 1963, vol.12, 
185. 
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图 254 新产生的聚焦曲 
面 


按照拉格朗日奇性的理论，新生成的聚焦曲面形如椭 


m 


形的小碟子（图 254) (在生成后的 t 时间，小碟子的轴之数量 
级是 t 3 / 2 ). 小碟子的产生相应于力 3 .三维空间中的一般的单 
参数拉格朗日映射下，聚焦曲的变形可见图255 (Arnold V . I . 


Wave Front Evolution and Equivariant Morse Lemma . CPAM . 
1976. V .6, 州 .2. 319 〜 335). 


定理 （1972 年）维数 <5的一般位置的流形之拉格朗日映射芽在每一点均为简 
单（即无模）而稳定的，简单稳定的拉格朗日映射芽可按反射群 A , D , E 分类如下. 


D . 射线族与波前之接触几何 


回忆一下，奇数维光滑流形上的所谓 接触构 造就是切空间中的一族非退化的超 
平面场.非退化条件是什么并不重要，因为在一般位置的点附近，固定的非偶数维的 
一般位置的所有超平面场都是微分同胚的（这就是接触达布定理，见附录 4). 

例 

1. 光滑流形的 接触元素流形 就是由所有切超平面组成的流形.若一接触点的位 
移速度属于一接触元素，则此元素的位移速度就属于给出这一接触构造的平面. 

2. 函数 y = /( x ) 的 1 - 节 （ jet ) 的流形 有接触构造办= pcfa (对函数/之 1 - 节, 

接触空间的子流形的外几何学局部地由其内蕴几何决定（这就是接触的 Given - 
tar 定理). 

若一接触构造的积分子流形有最大的可能的维数,就称之为勒 让德子流形. 

例 

1. 切于圆的（任意维）子流形 的所有接触元素之集 是一个勒让德流形. 

2. 特别是，附着于一个点的所有接触元素构成一勒让德子流形（即接触元素丛 
的纤维). 

3. 同一个函数 的所有 1- 节之集合是 1- 节空间的勒让德子流形. 

若一纤维丛之纤维是勒让德的,则称此纤维丛为勒让德纤维丛. 

例 

1. 射影余切丛 (把每一个接触元素映到作用点）是一个勒让德纤维丛. 

2. 在 0- 节上的 函数的 1 - 节纤维丛 （所谓 0 - 节就是忘记导数）是一个勒让德纤 
维丛. 

所有同一维数的勒让德纤维丛，必局部地（即在全空间的每一点的邻域中）接触 
微分同胚. 

把一个勒让德子流形投影到勒让德纤维丛的底空间上，称为勒让德映射.勒让 
德映射之像称为波前. 
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图 255 取焦曲面的典型变形 


例 

1. 勒让德变换: 把射影空间中的一个超平面投影到其接触元素所成的空间中, 
而使此超平面成为一个勒让德子流形.射影空间中接触元素所成的流形在也可对偶 
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的射影空间中纤维化（即将一个接触元素映到包含它的超平面).这是一个勒让德纤 
维丛.提升后所得的勒让德流形被投影到对偶于原空间的空间上. 

所以，射影对偶的光滑超平面是勒让德映射的波前. 

2. 波 f 映射： 在欧几里得空间中的超曲面的每一法线上，取长为 t 的线段.我 
们就得到了一勒让德映射,其波前与原超曲面等距. 

所有的勒让德映射局部地都既等价于一勒让德变换，也等价于一波前映射.勒 
让德奇性理论，恰好既是勒让德变换的，也是波前映射的奇性理论.勒让德映射的等 
价性、稳定性与简单性都与拉格朗日情况定义一样. 

定理 （1973 年） 维数 < 5 的一般位置的流形的勒让德映射芽都是简单的，稳定 
的.简单稳定的勒让德映射之芽可用群 A A 五分类：它们的波前（在复域中）局部 
微分同胚于一个群的非正规轨道的流形，此群由反射生成. 

例 三维空间中典型的波前只有两种奇性，即半立方拋物线两枝的转折（乂 2 )与 
“燕尾” 0 3 ,见图256;在这类奇点附近，波前微分同胚于多项式: r 4 + ax 2 + to + C 的 
空间中由有重根的多项式所成的流形).当然也可能横截交于具有上述奇性的波前之 
各枝. 




图256波前的典型奇性 

注波前的简单奇性的实形状也可以用反射群来讲 . E . Looijenga 证明了：简单的波前芽的 
余集之各个实分枝可以用反射群的正规化子的对合类（它们是2阶元素）来编号（见 Looijenga E . 
The discriminant of a real simple singularity . Compositio Math , 1978. V .37, Fasc * l . 51 〜 62). 

e . 接触几何对辛几何的应用 

只要将函数的1-节空间投影到 0- 节空间上去，即忘记函数值，使得 1- 节空间变 
成相空间，而其勒让德流形同构地投影为相空间的拉格朗日流形，这样就可以由勒 
让德奇性得到所有的拉格朗日奇性.特别是，在纤维为一维的一般的射影化下面，拉 
格朗日映射的聚焦面就是勒让德映射的波前的折转的棱的射影. 

定理 ( Ljashko , JIhiuko , 1979 年） 所有的横截于简单奇性的波前的全纯矢量 
场，均可用保持波前不变的全纯微分同胚互相转变. 
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图257燕尾附近的矢量场 


例在燕尾 { a : 4 + ⑽ 2 + fer + c = (x + d ) 2 + ...} 的 
一般位置的奇点的邻域中所有的矢量场，均可用保持其 
尾不变的全纯微分同胚化为标准形式 | ( 图 257). 

把各种对象用保持波前或聚焦面的&分同胚化为标 
准形式，这是研究射线系和波前的基本手段.例如，对运 
动着的波前的研究，就基于“对偶”于上述结果的. 


定理 （1976 年） 在一般位置的所有在“最奇异”的点上为0的全纯函数，均可 
用保持波前的全纯微分同胚局部地互相转变. 


例在燕尾的奇点附近，一般位置的函数均可用保持燕尾的微分同胚化为标准 
形式 a . 


这个定理是同变莫尔斯引理 (equivariant Morse lemma ) 之特例.它是这样应用 
的.瞬时的波前在时-空中构成一个“大波前”.时间是时-空的函数.把它用保持大 
波前的微分同胚化为标准形式，我们就得到了瞬时波前的变形之标准形式 . M 3 中的 
波前之变形可见图 258. 可以同样解决一般位置的单参数族中的聚焦曲面的变形问 
题（图 255). 这就是用保持“大波前”的微分胚把时-空的函数（时间）化为标准形的 
问题.如果时-空的维数不超过4,则大波前只有 A 与 D 型奇性. 




图258波前的典型变形 


4系列的拉格朗日聚焦曲面与 A 系列的波前之差别仅在于顺序号要差 1. 所以， 
系列4的聚焦曲面和系列4的波前是一样的. 

D 系列的聚焦曲面则与波前不同.一般位置的函数（时间）在系列聚焦曲面 
奇点附近的标准形式是 V . M . Zakalyukin ( B . M . 3 aKajnoKHHUM ) 得到的（1_ 9 75年). 
函数（时间）的拓扑标准形式特别简单. 



附录 15 射线族的奇性 


• 383 - 


聚焦曲面 

实情况 

复情况 


Ai + A 2 

A! + X 2 

Dt 

入 1 土 * \2, 入 1 十入 4 

Ai + A 2 

D2k+1 

±Ai 

Ai 

> 3 

入 1 土入 2 

入 1 + 入 2 


这里大聚焦面由以下条件 给出: {A : F(-,A) 有退化临界点这里 
F(x, A) = ±x^xi H - + —^ l ~x^~ 2 + …+ A m _2Xi + 2A M a ： 2. 

把函数（时间）的芽化到标准形式，可以用空间的一个局部同胚 
来实现.这个同胚能保持大聚焦面而且除在 0 点外，处处光滑（见 BaxMHH B . H . 
BecTHHK Mry. 1987. Bbin.4. 58 〜 61). 

J . Nye 在 1984 年注意到，并非聚焦曲面和波前的所有变形都会在光程方程 
(eikonal equation , 也就是哈密顿-雅可比方程）所决定的波前之运动中实现.例如， 
射线族的聚焦面就不会有具有两个转折点的“唇” ( lips ， 这是 R . Thom 的用语).但是, 
拉格朗日映射的聚焦曲面则可能有.问题在于，把拉格朗日或勒让德流形嵌人到由 
哈密顿-雅可比方程（即光程方程）所定义的超曲面中，就对其实现加上了拓扑限制, 
因此也就对奇性的变形加上了限制（特别是在非退化情况下，如对动量为严格凸，或 
哈密顿情况)，虽然奇性本身可以在超曲面上实现. 

保持波前的微分同胚相应于切于此波前的矢量场. 

研究这些矢量场将导致一种特别的 运算: 群的“不变量的卷积” (convolution of 
invariants ), 此群由反射生成：对于一对不变量（即轨道空间上的函数)，必可作出新 
的不变量：即这些函数的梯度的数量积（由轨道空间提升到原来的欧几里得空间). 

这个运算的线性化定义了由轨道空间之余切丛到其自身的一个双线性对称映射. 


定理 （1979 年）由反射生成的群之不变量的线性化卷积，作为双线性映射，同 
构于其相应奇点的局部代数上的如下的 运算： ( p t Q )^ S ( p jg ), 其中 S = D + 五， 
求导运算 _ D 是欧拉准齐性的， / i 是 Coxeter 数. 

1981 年 A . N . Varchenko ( A . H . BapqeHKO ) 与 A . B . GiventaP ( A . B . rHBeH - 
xajib ) 给出了这个定理很深远的推广（后者还把它推广到例外群上).他们把欧几里 
得构造换成了遍有函数族的 Milnor 纤维丛之纤维上的全纯微分形式族的适当的非 
退化周期映射的相截形式 （intersection forms ). 非退化的相截形式或者定义了局部 
平面的伪欧几里得度量，它在勒让德波前形上有标准的奇性，或者定义了可以全纯 
拓展到波前上的辛构造,全由变量个数之奇偶性决定. 

例最高次项系数为1且根之和为0的奇数次多项式空间还有一个辛构造.在 
此辛构造下，具有可能最多的二重根的多项式流形是拉格朗日流形. 
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在相截形式为退化时,辛构造应该代以泊松构造（见附录 13). 


F . 切向奇性 W 

第一批应用，自1966年以来是为了发展拉格朗日和勒让德奇性理论，其中有短 
波渐近，包括振荡积分的渐近性质.这些应用的综述（直到如何在扭转点附近对积分 
作一致 估计； 用牛顿多面体计算渐 近性； 构造混合 Hodge 构造； 在数论以及凸多面 
体理论中的应用；矢量场奇点的指数的估计以及代数曲面奇点个数的估计）都可以 

在 Arnold V . I ., Varchenko A . N ., Gusein-Zade S . M . [1] 的第二卷以及 Arnold V . I . 
在 1983 年在华沙召开的国际数学家大会中的报告： Oco 6 eHHOCTH CHCTeM jiyHeii 中 
找到. 

这里将讨论拉格朗日和勒让德奇性的另外一些应用——应用来研究射影流形 
和切于它的不同维数的切平面的相互位置.会引导到这个问题的有具有单侧约束的 
变分问题以及 Nekhoroshev 非摄动哈密顿函数的旋转指数的研究（见附录 8). 


考虑三维射影空间中的一般位置的曲面（图 259). 拋物 
点⑼的曲线把曲面分为椭圆点⑷区域和双曲点⑻区域, 
其中还有渐近线扭转点 （/) 的曲线,其上有扭转点⑼，自交 
点 （ c ) 以及与拋物曲线相切的点⑷. 

由这个分类可以导出曲率指数的估计与射影化的分类. 


定理 （ O . A . Plat inova ( O . A . IljiaTHOBa ) 与 O . P . 
Shcherbak ( O . IL Ulep 6 aK )，1981 年） RP 3 中任意的一 
般位置的光滑曲面之射影，不论射影中心如何选取（但不能选在此曲面上)，在任一 
点处必等价于曲面 z = f(x ， y) 按平行于 a; 轴方向的射影 . /是以下 14 个函数 之一: 



x, x 2 , X 3 + xy^ X s ± xy 2 , x 3 + xy 3 , 
x 4 + xy, x 4 + x 2 y + xy 2 , x 5 ± x 3 y + xy, 
x 3 ± xy 4 , x 4 + x 2 y + xy 3 , x 5 + xy. 

这里的射影理解为 V — E — B , 即由嵌人和射影组合而成，射影的等价性则理 
解为一个可换的3 x 2图式,其每一纵列均为微分同胚. 

由一般位置的点作射影，其奇性只可能是 Whitney 的“折” ( fold ， CKJia ^ moi ) 或 
“ 尖点” ( cusp , c6o P k H ) 2 >. 沿渐近方向射影时，就会出现“尖点”.只在从某些点作 
射影时才会出现其他的奇性.射影的奇点为数有限（从而视轮廓的奇点也为数有限) 

D 这一段及以下用到的一些概念和名词之 解释, 请参看本节开始时的中译者注所引用的 Arnold 
的书 _ 中译者注 

2) 折与尖点的典型形状是 yi = XI, 2/2 = 4 与 yi = Xi,y 2 = + xy. 详细的说明例如可见 

Arnold V. I., Varchenko A. N., Gusein-Zade S. M. [1]. 第一 ■ 卷 .- 中译者注 


附录 15 射线族的奇性 


• 385 - 


早先并不显然，因为在曲面到平面的一般的三参数映射族中，不等价奇点集具有连 
续统势. 

将视点空间分划成一些区域，使得由不同区域中的点来看曲面一般位置的，其 
形状不同，这些曲面芽的相应形状（在最复杂的情况下)，列在图260上. 

如果用辛几何和接触几何的语言重述，切面之分为层次就更易懂了 . R . Melrose 
证明了 （1976 年)，射线曲面的切面可以用辛相空间中的一对超曲面来 描述： 其一是 
P 2 = 1,它定义度量,另一则为曲面（见附录14引理 A 的注). 

渐近性的几何的很大一部分都可以用这一对超曲面来重新陈述.这样我们就能 
把曲面几何学的概念移用于辛空间任意一对超曲面这个一般情况，就可以把曲面理 
论中积累起来的几何直观用于研究一般的具有单侧相约束的变分问题. 

令 F ， Z 为辛空间 X 中的超曲面，它们在子流形 W f 

上横截相交.把 F ， Z 投影到它们的特征流形上，就^ I Z 

得到侧方六角形的图式.其中 I ]是指 W 投影到 C 7 和 F | w 

上的奇点的一般流形 • u J V 

例令尤=化汾为欧几里得空间中的自由粒子的 ^ 

相空间化为粒子位置， p 为其动量)； r 为单位矢量流形 

(p 2 = 1)； z 为边缘上的矢量之 流形& 位于超曲面 r 上).这时 . t / 是射线的流形 ， v 
是切矢量的流形， w 是边缘上的单位矢量流形， s 是切单位矢量之流形. 

如果切单位矢量不是渐近的，则两个射影 w — [/与 w v 在其邻域中的奇 
性就是“折”.每个射影在 w 上都定义一个对合，而此对合在 s 上为不动. 

例 在平面凸曲线研的边缘切矢量流形上都出现两个对合 a 与 t (图 261). 

它们的乘积就是伯克霍夫的台球变换 （1927 年). 

Melrose 使用这一 Xf 对合找到了辛空间中一对超曲面在所述情况下的局部标准 
形式（但是是的提法下，因为在解析情况下级数发散，例如在 Ecalle (1975 年）的 
理论和 S . M . Voronin ( C . M . Bopohmh) 关于共振动力系统的理论 （1981 年）中都是 
这样). 

对于更复杂的奇性（例如在渐近的单位矢量附近)，一对超曲面有模.对于在 
“折”以后的两个奇性，可以（至少在形式上）把一对超曲面化为标准形（第一个是超 
曲面，第二个则迹在其上).这样就可以研究以下映射的奇性，这映射在渐近与双渐 
近单位矢量附近,把边缘单位矢量映为它所决定的射线.这个映射在直线的辛空间中 
的临界值，可由以下定理描述. 

定理（1 98 1年）在燕尾与矢量空间的直积的点附近，所有的一般位置的辛构造 
都是形式微分同胚的. 

因为在双渐近射线附近，切射线之流形局部微分同胚于燕尾与直线之积. 
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ii 
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260两个曲面的24个形状 
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G . 绕过障碍问题 

考虑欧几里得空间中的光滑曲面围成的障碍.绕过障碍问题就是研究由一动点 
到固定的初始集合的绕过障碍的最小距离的奇性（见 Givental ’ A . B . Oco 6 tie Jia- 

rpaH^eBti MHoroo6pa3Hfl h hx JiarpaH^eBLi oxo6p£i>KeHHK. CoBpeMeHHtie npo6- 

jieMti MaTeMaTMKH. HoBeHnme AOCTHHceHna. 1988. T .33， BHHMTH . 55 〜 112). 

最短路径是由直线段和障碍的表面上的测地线段构成的（图 262). 所以我们来 
考虑障碍表面上的正交于固定的波前的测地线族.切于这些测地线的射线族，是直 
线（以及变分问题的所有极值曲线族）的辛流形的拉格朗日子流形.如果说在通常的 
变分问题中，拉格朗日流形是光滑的（甚至在出现聚焦面时也是这样)，那么在绕过 
障碍问题中，拉格朗日流形则有奇性. 

由上面的定理可得 

推论 （1981 年） 在绕过障碍问题中的拉格朗曰流形，在一 
般位置下，在渐近射线附近有半立方型的扭转棱，而在双渐近射 
线附近则有微分同胚于燕尾“展开” ( unfurled ) 的奇性. 

所谓燕尾展开，是多项式 z 5 + Aa : 3 + Ba : 2 -f Cx + £> 的空间 I 
中的一个流形，它由具有三重根的多项式构成.多项式的求导 
将展开了的尾变为通常 的点； 在展开时，燕尾的棱仍得保持，但图 263 燕尾的展开 
自交点将会消失（图 263). 

定理 （1981 年） 一般位置的波前运动时，瞬间波前的扭转棱会在四维时空中缝 
成展开了的燕尾（在聚焦面的通常是燕尾上方). 

定理 （ O . P . Shcherbak ( O . n . IUep 6 aK )， 1982年）考虑一般的单参数空间 
曲线族，并设对于参数（时间）的某个值,有一条曲线有的双展平 （ bi - 
flatten ) 点.这里，射影对偶的曲线在时-空中构成一个曲面，局部地微分同胚于展开 
的燕尾. 

展开的尾部是一大系列奇性的第一个代表.在多项式# + Ax ^- 2 + . …+ A n _! 
的流形中，考虑具有一定余重数 fc 的重根的多项式 （ o : - a ) n ~ k ( x k + •••). 对多项式 
求导将保持根的余重数不变. 

定理 （ A . B . Givental , ( A . B . r 皿 eHTaJn >)，1 9 81 年） 具有固定余重数的多 
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项式之空间的序列，自 n == 2 Ar + l 起（即由自交点分裂时起)，幂虽然增长，空间则 
不变. 

例 展开的燕尾是通常燕尾上方的第一个稳定的流形. 

在绕过障碍的问题中出现展开的燕尾可以公理化成为 GiventaP 三元组理论. 

定义 辛三元组是辛流形中的光滑超曲面丑，拉格朗日流形 L ， 而 L 
沿一个子流形 Z 与# 一阶相切,/是 L 的余维超曲面. 

I 在超曲面丑的特征流形上之像称为此三元组生成的拉格朗日流形(它可能有 
奇点). 

例 1考虑绕过具有边缘 r c 5 T 的障碍的问题.沿测地线到初始波前的距离为 
函数 s : r — r 所有的 1 - 形式由 r 到 DT 上的拓展构成流形乙 再令 a 为超曲面 
p 2 = l , 这就得出一个三元组. 

这个三元组恰好生成射线的流形，这些射线在 r 上与极值曲线相切. 

例 2考虑偶数次 d = 2 m 次多项式 F = Axx ^- 1 + .•• + & 所成的辛流形. 

其中可被 a ;" 1 整除的多项式构成其拉格朗日流形 L . 

考虑沿 z 轴的平移的哈密顿函数.[这是；\的多项式 h = 


⑷ = 1^' ] 超曲面& = 0沿空间〖切于^是由可被整除的多项式构成. 
如此又得^个三元组. 


这个三元组生成 m - 1维的展开的燕尾这一拉格朗日流形（这就是具有重数超 


过幂的一半的重根的多项式+ a x x d - 3 +…+ a d _ 2 所生成的流形). 


定理 （ A . B . Givental ，（ A . B . rHseHTaJib ), I 982 年） 例 2 中的三元组是稳 
定的. 一 般位置的三元组芽在所有点上均辛微分同胚于例2中的三元组. 

系切于一般位置的绕过障碍问题的测地极值线之射线的流形，局部辛微分同 
胚于展开的燕尾之拉格朗日流形. 

在接触几何中有两个与绕过障碍问题有关的有奇性的勒让德 流形： 即波前的接 
触元素之流形与时间函数的 1- 节的流形.其第一个可微地覆盖展开地燕尾的拉格朗 
日流形，其二可微地覆盖第一个流形下面的柱面. 

例 考虑平面上绕过障碍的问题，其中的障碍是由有扭转点的曲线围成.波前 
是此曲线的渐开线.它有两个反 转点： 即曲线上的通常的半立方扭转点（阶为 3/2) 
以及在扭转切线上的阶为5/2的奇性（图 264). 在曲线上方勒让德流形没有奇点，而 
在扭转点的切线上方勒让德流形有阶为3/2的扭转点. 

定理 （1978 年） 平面的接触元素空间中的曲面若在此平面上纤维化，是由一般 
位置的渐开线在曲线的扭转点附近的所有接触元素构成的，它局部微分同胚于多项 
式 x 3 + ax 2 + 6x + c 空间中的具有重根的多项式所成的曲面，此曲面可以纤维化，纤 
维是平行于6轴的直线. 
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这个曲面（图 265), 连同位于此曲线的元素所成的曲面 c = 0,组成反 射群氏 
的非正规轨道流形.这个事实引导到边缘奇性理论 （1978 年). 




例 （ I . G . Shcherbak ( M . T . IHepSaK )， 1卵 2 年）考虑三维欧几里得空间中 
一般位置的曲面上的曲线.在个别点上，曲线的方向与曲率线的方向一致.由拉格朗 
日边缘奇性理论可知，有 Weyl 群 F 4 与这种点相关二曲面的焦点 ( A 2 ), 曲线的焦点 
( A f 2 ) 以及曲面在曲线各点上的法线 ( B 2 ), 在曲率中心附近组成聚焦面 F 4 (m 266). 

我们不详细讨论边缘奇点理论，但是要 提到： “拉格朗日对偶性”，它把函数与其 
在边缘上的限制对换（但可以相差一个稳定的等价性 (stable equivalence )). 这就是 
拉格朗日乘子规则的现代的讲法 （ I . G . Shcherbak , H . T . IHep 6 aK ). 

回到平面曲线的扭转点，我们再看绕过障碍问题中的多值时间函数的图像.时 
间的等值线就是渐开线.所以这图像形如图267,即具有两个扭转棱的曲面（其阶分 
别为3/2与 5/2). Givental ’ 在我画的这个图上看出了 Ljashko 所画的群丑 3 (二十面 
体对称群）的非正规轨道的流形 S . 于是 GiventaP 的猜想立即 得证： 

定理 （ O . P . Shcherbak ( O . IL IHepGaK )， 1卵 2 年）绕过障碍问题（障碍由 



图 266 有边缘的曲面之焦点 


图 267 在障碍边缘扭转点附近时间函数的图像 
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一般位置的平面曲线围成）的（多值）时间函数的图像在曲线的扭转点附近微分同胚 


于流形 D , 


证明时要用到 


定理 （ O . V . Ljashko ( O . B . JIhhiko ), 1卵1 年） 流形 S 微分同胚于具有重 

根的多项式 a : 5 + + ba : 2 + c 所成的流形. 

Ljashko 的定理描述了群丑 3 的非正规轨道流形，它是空间曲线 （ M 3 ，。 的切线 
之并，而 Shcherbak 的定理贝！ J 指出此曲线是 （t + o ( t ), t s + o ( t 3 ), t 5 + o ( i 5 )). 

一般位置的波前在渐近射线与 R 3 中的障碍曲面相切的点附近，也有这样的 
奇性. 

最后我们要叙述一下可归结为丑 4 奇性的变分问题（仿照 Shcherbak ). 

群丑 4 由 R 4 中的正多面体的对称组成.它的120个顶点位于浐^ SU {2) 
上，而构成二元 ( binary ) 二十面体群（二元群双层覆盖二十面体旋转群，此覆盖为 
5 3 — 50 ⑶). 

考虑欧几里得空间中由光滑曲面围成的障碍.联结障碍外的点与绕过障碍时的 
所有点的极值曲线，将在障碍曲面上构成一个测地线束（即单参数族).沿着驻定路 
径（不一定是极值曲线）由几段测地线及其切线到固定初始流形（例如一个点）的距 
离称为时间函数，它可看成是空间有限远点的（多值）函数（即哈密顿-雅可比方程 
之解). 

定理 （ O . S . Shcherbak ( O . C . IIIep 6 aK )， I 984 年） 对于一般位置的障碍， 
时间函数的图像在以下点的附近微分同胚于群丑 4 之非正规轨道的流形 S ， 此点 
即在曲面的抛物点上渐近切于测地线束的焦点. 


S 的显式的参数式是 




图268上是相应的聚焦曲面.群 if 4 与遍有变 
形私 之基底的四维空间有关（在 Ap HO jibfl B . M . 

HhA6KCLI OCo6bIX TOMeK 1- 中 OpM Ha MH0r006pa3HH 
c KpaeM, cBOpa^iHBaHHe HHBapnaHTOB rpynn ， 
nopo>K^eHHbix OTpa»ceHiiHMH, m oco6ue npoeKiimi 
rjia^KHx noBepxHoexeii- YMH . 1979. T .34， bmh . 
2. 3-38 一文 §9 的注 7 中即已指出这种联系). 

相应于此四维子空间的局部代数 At 在局部 代数岛 中的嵌人，首先导出的正 
是旋转不变式丑 4 给出的分层. Shcherbak 证明了，这个联系提出了丑 4 的非正规轨 
道流形的另一种表示法. 



图268群的聚焦曲面 
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定理 考虑使曲线 X 5 + y 3 + Aix 3 y + A2X 3 + X^y + A4 = 0 为奇异的 A 值.这个 
三维超曲面 { A } 的一个不可约分支微分同胚于群丑4之非正规轨道之流形. 

图269上画出了丑 4 的非正规轨道流形的三个典型的截口. 





269绕过障碍时波前的典型变形 
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经典力学方程的首次积分并不是都可用该问题的明显的对称性（例如开普勒问 
题、楠球面上的测地线问题等等的特定首次积分)来解释的.这时我们就说有“隐对 
称性” 1 ). 

Korteweg-de Vries 方程（简称 KdV 方程）提供了这种隐对称性的有趣的例子 


== 6uUx 一 ^>xxx ■ ( 1 ) 

这个非线性偏微分方程第一次出现在浅水波理 论中； 后来发现在一系列数学物 
理问题中都遇到这个方程 2 >. 

由于许多数值实验，发现了这个方程在无穷远处适合零边值条件的解的引人注 
目的性质：当纟 —+0 C 和 t — - oo 时，这些解分解为“孤立子”——即具有一定形 
状和不同速度的波. 

想求一个速度为 C 的孤立子，只需以函数 ct ) 代人方程 （1). 然后得到 P 的方程 
< p ,f = 3< p 2 + c<p + d，d 是一个参数.这是具有三次方位能的牛顿方程.在相空间 /) 有一个鞍 
点.由这个鞍点到使得 <P = Q 的鞍点的分界流形决定了一个当 : T — 士00时趋向零的解，它是一 
个孤立子. 

孤立子在碰撞时有很复杂的非线性相互作用.然而数值实验的结果表明，孤立子 
的大小和速度并不因碰撞而改变.由此可以预想有某种守恒律存在.事实上 Kruskal , 

英语文献中时常称为"“意^卜 (accidental) 对称性——英译者注 
2 )测地流的欧拉方程也是 Korteweg-de Vries 方程.相应的无限维群称为 Virasoro 群.它是圆的微 

分同胚群的一 ^ 维中心扩张 • 可参看 Obchchko B. K). ? XecHH B. A .， CynepypaBHeHne KopTesera- 
ae 步 pM3a Kan ypasime 9ftjiepa, $yHKi^ aHajiH3 m ero I1 pmjio>k. 1987, T.21. no.4 ， 81-82 . 又见 
D. J. Korteweg, G- de Vries, [1]. - 日译者注 
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Zabusky , Lax , Gardner , Green 和 Miura 找到了 Korteweg-de Vries 方程的 一 系列首 
次积分.它们的形状是忍= fPs ( U ，". , u (^) dx , P s 是一个多项式.例如，容易验证， 
以下都是方程 （1) 的首次 积分： 

/_1 = J udx^ Iq = J u 2 dx, 

h = j +U 3 )dx, J 2 = / (^- - ^U 2 u" + 暑 W 4 ) cte. 

出现首次积分的无穷序列很容易由 Lax 的以下定理@来解释.我们用一个 x 的 
函数记号本身来记乘以这个函数的乘法算子，对 z 的微分运算记作次考虑含有函 
数的斯图姆-刘维尔算子 L = — d 2 + u . 我们可以直接验证 

定理 Korteweg-de Vries 方程等价于方程 A = [ L ； A],A = 49 3 — 3( tz 9+ du ). 

由 La ^ c 的这个定理直接可得 

系 由方程 （1) 的一个解作出的算子 L 对一切 f 互相酉 等价； 特别是，在无穷远 
处有零边值条件的斯图姆-刘维尔问题 I // = A / 的本征值 A 均为 Korteweg-de Vries 
方程的首次积分. 

Gardner , V . E . Zakharov 和 L . D . Faddeev 注意到 （1) 是 一 ■个完全可积的无限维 
哈密顿方程组，并找到了相应的作用量-角变 量®. 在无穷远处为零的函数空间上有 
一 个辛构造由斜数量积 uj 2 ( dw ， dv ) = ^ f (wdv - vdw ) dx 给出.积分 A 就是方程⑴ 
的哈密顿函数.换言之,方程 （1) 可写成 z 的函数的函数空间中的哈密顿方程的形 
式：= ( d / dx )( SIi / Su ) 1 \ 

每个积分都这样给出“高阶 Korteweg-de Vries 方程” A = Q s { u ], Qs = 
( d / dx ) ( SIs / Su ) 是导数 … , u 2 s +1 的多项式.积分 is 互相对合，相应于它们 
的在函数空间上的流是交换的. 

多项式 P s , Qs 的显式以及作用量-角变量的显式（从而还有方程 （1) 的解）都可以用位能为 
U 的散射理论的正和反问题的解表示出来. 

Qs 的显式可以由 Lax 定理的推广 Gardner 定理得出.在 z 的函数之空间中考虑形如 A = 
的微分算子，其中 po = 1,其余系数则为 u 以及 u 对 a : 的导数的多项式.结果是，对任意 
s 都有一个 2 s + 1阶算子儿使得它与斯图姆_刘维尔算子 L 的交换子即乘以函数 [ L ， A ] = Q s 
的算子. 

算子九 可以由这些条件唯一决定但相差一个 A r , r < S 的线性 组合； 同样，多项式 Q s 也可 
以定义到相差其前面的各个的一个线性组合. 

① 见 P. D_ Lax, [1]. 

② 见 Zakharov, Faddeev, [1]. 

D 这种哈密顿形式和上述 Lax 表现还有非线性傅里叶变换是 KdV 方程解法的三个途径.关于 
它们的相宜关系之说明，可见 Flaschka , H . Newell , [1]. ——日译者注 
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V . E . Zakharov , A . B . Shabat , L . D . Faddeev 和其他人应用 Lax 的方法和散射理 
论反问题的技巧研究过一系列在物理上重要的方程,包括方程 u t t - u xx = sin u , 

☆XX 土 *0|^| 2 = 0 等等. 

研究 Korteweg-de Vries 方程的周期边值问题使 S . P . Novikov ® 发现了一类有趣 
的有限多自由度的完全可积方程组.这些方程组的作法 如下： 

考虑首次积分的任意有限线性组合 ， J = LcJn - i 并令 Co = 1.以 J 为哈密顿函 
数的函数空间上的流的恒定点集在哈密顿函数为 A 的相流下，包括在方程 （1) 的相 
流下是不变的. 

另一方面，这些恒定点又可由方程 ( d / dx )( SI /8 u ) = 0或 SI /5 u = d 来决定.后 
一方程是包含 n 阶导数的泛函/-沿、的欧拉-拉格朗日 方程' 因此其阶数为 2 n 
而可以写成 2 n 维欧氏空间中的哈密顿方程组. 

这样得出的 n 个自由度的哈密顿方程组有 n 个互相对合的积分,而可以用适当 
的作用量-角变量坐标完全积出.这样,我们可以得到 Korteweg-de Vries 方程的含有 
3 n + 1个参数 （2 n 个相坐标和 n + 1个其他参数 Cl ， … d ) 的有限维特解族. 

这些特解,正如 Novikov 指出的，有值得注意的 性质： 例如,在周期问题中，它们 
给出函数 u ( xl 使得具有周期系数的线性微分方程 

-X n + u{x)X = AX 

在 A 轴上有有限多个参数共振带（参见节25) 2) . 

可积系统的现代研究状况发表在以下丛书中： CoBpeMeHHue npo6jieMbi MaTe- 
MaTHKH, 少 yH 丑 aMeHTajibHtie HanpaBJieHMH, t.4 ( M .: BHHMTPI , 1985) 及 t.16 ( M .: 
BMHMTM , 1987). 作者有 B . A . JIy6poBHH, H . M . Kpn^eBep, C . II . Hobhkob, 
M . A . 0jn>maHei^KHM , A . M . IlepejiOMOB, M . A . CeMeHOB-THH-IHaHCKHM, B . B . 

TpO(j)HMOB 和 A . T . 企 OMeHKO. 


①见 S. P. Novikov, [1]. 

1) 参看节 12, A ， B . ——日译者注 

2 ) 关于可用會谢理论的反问题来作出 KdV 方程周期解的方法，可见 Dubrovin. Matveev, Novikov, 
[1]. 关于 KdV 方程，日文书中也有一些很好的书，如田中俊一，伊达悦朗 (Tanaka, Date, [1 ]), 户田 
盛和 (Toda, [1 ]). ——日译者注 

书 （按： 指第一版）出版后，对这个附录中所讨论的问题又进行了大量的研究，特别是有 Novikov, 

Doubrovin, Krichever ， Manakov ， Matveev, Its, Dikii, Manin, Drinfeld ， Gelfand, Lax, Moser, Me Kean, 
Van Moerbeke, Adler, Perelomov, Olshanetskii 等人. 其中 Manakov 对任意 n 解出了 R n 中刚体的 

欧拉方程：它们是完全可积的 . 详见 Novikov 及其合作者即将出版的新书.——英译者注 
英译者注中提到的一些苏联作者的主要文章已由 G.Wilson 收集并英译为 «Integrable System” 一 
书 (London Math. Soc. Lecture Note Series ， No. 60. Cambridge Univ* Press ， 1981) 中，其中并有详 

尽的参考文献.——中译者注 



参考文献 


有 + 号者，是日译本所加 
有 * 号者，是中译本所加 

Abraham, R. ， Marsden ， J. E, 

[1] + Foundation of Mechanics, Benjamin, 1967, 2nd edition 1978. 

♦ 

Andronov, A” Pontryagin ， 

[1]+ Systemes grossiers, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 14(1937) ， 247-251. 

Anosov, D. V. ( Ahocob ， 几 B.) 

[1] hotokh Ha 3aMKHyxHUx pHMaaoBLix MHoroo6pa3HHx oTpimaTeJib- 

Hoft KpHBH3HM ， Tpy^u MMAH hm. B. M. OreKJiOBa ， 90(1967) - ( 英译 ， Geodesic flows 
on closed Riemannian manifolds with negative curvature, Proc. of the Steklov Institute of 
Mathematics. 90(1967), AMS.) 

Arnold, V. I. (ApHOJib^ B. H.) 

[1] Majiue 3HaMeHaTejiH I, 06 oTo6pa»<eHiiHx onpyHCHOCTH Ha ce6fl, H3BecTHH AHC- 
CCP ， 25-1(1961) ， 21-86. ( 英译 ， Small denominators I， Mappings of the circumferrence onto 
itself, American Mathematical Society Translations Series 2, vol- 46, 213 — 284) 

[2] Majiue 3HaMeHaxejiH II ， ZloKa3aTejibCTBO TeopeMu A. H. KojiMoropoBa o coxpa- 

HeHHH ycjioBHO-nepHO^jnecKHx npn MajioM H3MeHeHHH (JjymopiH raMHJibTOHa, 

yMH ， 18 - 5(1963) ， 3^40. ( 英译 ， Proof of a theorem of A. N. Kolmogorov on the invariance of 
the Hamiltonian, Russian Math. Survey, 18-5(1963) ， 9-36.) 

[3] Majiue 3HaMeHaTejia HI, Mamje 3HaMeHaTejiH h npo6jieMH ycToiiHHBocTH b miac- 
cmecKOK vl He6ecHOH MexaHHKe, yMH ， 18-6(1963), 81—192, （英译， Small denominators and 



• 396 - 


参考文献 


problems of stability of motion in classical and celestial mechanics，Russian Math. Survey, 
18-6(1963),86-192.) 

[4] HeyCTOHMHBOCTb ^HHaMIWeCKHX CHCTeM CO MHOrHMH CTeneHHMH CB 06 CMOJ，ilAH 

AH CCCP ， 156-1(1964), 9-12( 英译 ， Instability of dynamical systems with several degrees of 
freedom, Soviet Math. ， 5(1964) ， 581-585•) 

[5] 06 o^hhoh anpuopHoft oiieHKe xeopHH rH^poOTHaMHMecKOH yctohmiibocth, M3Bec- 
thh By30B, MaxeMaTHKa, 54 -5(1966), 3-5- 

[6] Sur la geometrie differentielle des groupes de Lie de dimension infinie et ses appli¬ 
cations a Phydrodynamique des fluides parfaits Annales de l’Institut Fourier ， 26-1(1966 )， 
319-361. 

[7] O xapaKxepHCTHMecKOM KJiacce BxoAflmeM b ycJiOBiw KBaHTOBaHM ； 中 yHKU. anaji- 
H3 h ero npHJiOHceHiui, t. 1 ， Bbm. 1(1967) ， 1-14 - ( 英译 ， Characteristic classes enterring in 
quantization conditions，Functional Analysis and its Applications, 1 一 1(1967)，1 一 13.) 

[8] Oco6eHHocTH rJiaAKHx OTo6pa^<eHHM^ yMH, 23—1(1968) ， 3-44* ( 英译 ， Singularities 
of smooth mappings，Russian Math, Survey, 23-1(1968) ， 1-43.) 

[9] raMHJitTOHOBOcTb ypaBHeHHH BiiJiepa 朋 HaMHKH TBepAoro Tejia h H^eajibHOH 
>kh^kocth, YMH, 24-3(147)(1969), 225-226 - 

[10] HopMaJibHtie 中 opMti (J>yHKiiHH b6jih 3H BMpOK^eHHux KpHTH^iecKHX TOHeK, rpyn- 
nu Befijin Ak Dk Ek h jiarpaHJKeBU ocoSeHHocTH, (^ymoi. aHajiH3 h ero npKJio>KeHHH ， 
6-4(1972), 3-25 - ( 英译 ， Normal forms for functions near the critical points, Weyl groups of 
Ak Dk Ek and Lagrangean singularities, Functional Analysis and its Applications ， 6 — 4(1972 )， 
254-272.) 

[11] + M 04 BI h KBa3KMOffbi^ ^yBKO,. aHajiH 3 h ero npHJio>KeHiifl, 6 — 2(1972) ， 12-20* (英 
译 ， Modes and quasimodes Functional Analysis and its Applications, 6(1972)，94 一 101 ，） 

[12] JlevnjfiR o 6 H(j)ypKanHHX h BepcajibHux ceMeftcTBax ， YMH, 27-5(197/), 119-184. 
( 英译 ， Lecture on bifurcations and versa! families, Russian Math- Survey ， 27-5(1972) ， 54-123.) 

[13] 3aMeMaHHfl o noBe^eHHH TeHeHHH TpexMepHOH HAeajibHoft ^aupcocTH npn MajioM 
B03MymeHHH HanajibHoro hojih cKopocTefi, IIMM, 36-2(1972), 255-262- 

[14] + 3aMe^aHHH o MeTO^e cTaiiHOHapHOH <J>a3 U h 'nicjiax KoKcexepa, yMH, 28 — 
5(1973) ， 17-44. ( 英译 ， Remarks on the stationary phase method and Coxeter numbers ， Rus¬ 
sian Math. Survey, 28-5(1973), 19-48.) 

[15] + Critical points of smooth functions, Proc. of Int, Congress of Math* Vancouver, 
1974. 

[16] + Sur les propri4tes topologiques des applications globalement canoniques de la 
m^canique classique, C. R* Acad- ScL Paris, 1965. 

[17] + HonojiHHTejibHbie rjiasu Teopnn o6mkhob eratix AH(j)(t)epeHimajn>Hux ypaBHen- 
hh, MocKBa, Hayica ， 1978. ( 英译 ， Geometrical Methods in the Theory of Ordinary Differential 
Equations, Springer-Verlag, 1983; 中译，常微分方程续论，科学出版社， 1989.) 

[18] # 0 6uKHOBeHHbie ilH(})(})epeHiiHa^i>Htie ypaBHeroia, Hayna ， 1973. ( 英译 ， Ordinary 



参考文献 


• 397 • 


Differential Equations, MIT, 1975, 中译，常微分方程，科学出版社， 1985.) 

[19] * Singularity Theory, selected papers, LMS Lecture Note Series, 53， Cambridge 
Univ. Press, 1987. 

[20] 3aMeH€LHHA o TeopHH B03MymeHidi ajjji 3aAaM Tuna Maxbie, YMH. 1983. T- 38, 
沁 4. 89 〜 203 

[21] 3aMeManHe o nose^eHHH xeweHHli xpexMepnofi n^eajn>Hoii iKH.zpcocTH npn MaJiOM 

_ / 

B03MymeHHH HanajibHoro hojih CKopocren, JIMM, 1972, T. 36, 你 2. 255 〜 262 

[22] TeopeMH IIlTypMa h CMMnjieKTHHecKan reoMCTpua, 少 AHaJi* u ero npnjio»c- 
eHHH. 1985. T. 19, K 5 4. 1~10. 

Arnold ， V. I” Avez ， A. 

[1]+ Problemes ergodiques de la mecanique classique, Paris ， 1967. 

Arndd ， V\ I. ， Varchenko, A- N •’ Gusein-Zade ， S. M. (ApHOJit^, B- H. y Bap^eHKO, A. H” 
ryceiiH-3aAe, C- M.) 

[1]* Oco6enHOCTH JlH(J)(j)epeHiiHpyeMBix OToSpa^eHHH^ JI, I h II Hayica ， MocKBa, 
1982 ， 1986. ( 英译 ， Singularities of differentiable maps. Vol 1 ， 2 ， Birkhaiiser, Boston, 1985, 
1987.) 

Arnold, V. L, Khesin, B. A. 

[1] Topological Methods in Hydrodynamics ， Springer, 1998 

Beletskii, V. V. (Be^eipcHH, B. B.) 

[1] Oneprai o 邱 KOCMHMecKHX Te;i ， HayKa, 1972. 

BirkhofF, G. D. 

[1] Dynamical Systems, AMS ColL Publ” voh 9, New York ， 1927. 

Brdcker ， Th. 

[1] + Differential germs and catastrophes, London Math. Soc- Lecture Note Series 17, 
Cambridge Univ. Press ， 1975. 

Bruno, A. D. (BpioHO, A. R.) 

[1] AuajiHTmecKaji <})opMa 中中 epenunaJiBHUx ypaBHeHHH, Tpyffbi MocKOBCKoro 
MaTeMaTPmecKoro o6mecxBa, t- 25 ， t. 26, ( 英译 ， Analytical form of differential equar 
tions, Moscow Math. Society, 25(1971), 131-288, 26(1972), 199-238.) 

Charlier, C.-V. L. 

[1] Die Mechanik des Himmels, Band 1, 1902, Band 2, 1907, Verlag Veit & Comp. 
Leipzig, 即 ， La mecanique celeste, 1963, Paris. 

Chow, W. L. 

[1] + On compact complex analytic varieties, Amer. J. Math” 71(1949) ， 893-914* 



. 398 • 


参考文献 


Dikii, L. A. (JIhkhh^ Jl. A.) 

[1] 3aMeMaHHe o raMHJibTOHOBbix cHCTeMax ， cBH3aHHbix c rpynnoii Bpamemfi ， 
aaajm 3 h ero npHJioa<eHHJi, 6-4(1972), 83-84. ( 英译 ， Hamiltonian systems connected with 
the rotation group, Functional Analysis and its Applications, 6(1972), 326-327.) 


Dubrovin ， A” Matveev ， V. B” Novikov, S. P- (i!y6poBHH ， B. A” MaTBeeB ， B. B” 
Hobhkob, C* IL) 

[1] + HejiHHeiiHtie ypaBHeHHfl THna KopTeBera-^e 中 pH3a ， K0He^iH030HHue JiHHeiiHKe 
onepaTopu n a6e;ieBbi MHoro6pa3HH, YMH, 31-1(1976) ， 59-136. ( 英译， Nonlinear equations 
of Korteweg-de Vries type，finite zone linear operators and abelian varieties，Russian Math. 
Survey, 31-1(1976), 59-146.) 

Duistermaat, J, J* 

[1]+ Fourier integral operators, Lecture Note, Courant Institute Math. Sci” New York 
Univ. 1973. 

Ebin, D, G •’ Maxsden，X 

[1] Groups of diffeomorphisms and the motion of an incomp ressible fluid, Ann. of 
Math .， 92-1(1970), 102—163. 

Faddeev ， L. D, ( 中 a^neeB ， JI. 几） 

[1] K TeopHH ycToihiHBOCTH CTamiOHapHBix njiocKO-iiapajiJiejibHBix TeMeHHH H4eajn>- 
hoh mch^hkocth ， KpaeBtie 3aAaMH MaTeMaTiraecKOH <})H3hkh ， t, 5* (3airacKH Hay^Htix ceM- 
HHapoB, JIOMM ， T. 21) Hayna, 1971 ， 164-172. 

Faschka, H” Newell^ A- C- 

[1] + Integrable systems of nonlinear evolution equations，Dynamical Systems，Theory 
and Applications, Lecture Notes in Physics ， 38(1975) - Springer. 

Gallavotti ， G. 

[1]+ Lectures on the billiard, Dynamical Systems，Theory and Applications, Lecture 
Notes in Physics, 38(1975), 236-295. Springer. 

Gelfand ， I. M” Fomin, S- V. (rejib(J)aH^ M., 4 >omhh ， C ， B.) 

[1]+ Kypc BapnauoHHoro Mc'racjieHHH, rocTexn3 只 aT ， MocKBa ， 1956. ( 英译 ， Calculus 
of Variations, Printice-Hall, 1963,) 

Godbillon, C. 

[1 广 Geometrie Diff6rentielle et Mecanique Analytique, Hermann ， Paris, 1969. 
Golubitsky ， M. ， Guillemin, V. 

[1] + Stable Mappings and their Singularities, GTM ， 14(1973). Springer. 


参考文献 


• 399 - 


Halmos, P ， K. 

[1] Ergodic Theory, Publications of Mathematical Society of Japan, 3, 1959- 
Heading, J- 

[1] An introduction to phase integral methods, London ， 1962 - Hilbert ， D., Cohn-Vossen ， 

s. 

[1]+ Anschauliche Geometrie, Springer, 1932. ( 中译，直观几何，上、下，人民教育出版社 , 
1959.) 

H6rmander ， L. 

[1] Fourier integral operator I， Acta Mathematica ， 127(1971) ， 79-183* 

Jacobi, C, 

[1] Vorlesungen liber Dynamik，Gesammelte Werke, Supplement Band ， Chelsea, 1969. 
Kac, M- 

[1]+ Can one hear the shape of a dram? Amen Math. Monthty ， 73(1966) ， No. 4, part 
II ， 1-23. 

Karpushkin, V. N.(KapnymKHH ， B. H_) 

[1] 06 acHMHTOTHKe coGcTBeHHUx HHceji CHMMeTpHHHbix mho roo6pa3HH H O Han- 

6ojiee BepoHTHbix npeacTasnewsix KOHe^Hux rpynn ， BecTHHK Mry ， Cep- MaT M 1974, no. 
2 ， 9-13. ( 英译 ， On the asymptotic behavior of eigen-values of symmetric manifolds and on 
the most probable representation of finite groups, Moscow University Mathematics Bulletin.) 


Kirillov, A. A. 

[1] + Elements of the Theory of Representations, Grund. Math. Wiss. ， 220(1976 )， 
Springer 

Kogak, H- 

[1] Normal forms and versal deformations of linear Hamilton systems, J. Diff. Equ” 
1984, vol. 51 ， no. 3, 359-407. 

[2] Quadratic integrals of linear Hamiltonian systems, Monatschefte Math” 1984 ， vol- 
98, no.l,53-63. 

Kolmogorov, A, N. (KojiMoropoBa, A. H.) 

[1] O COXpaHeHHH yCJIOBHO-nepHOAHMeCKHX npH MaJIOM H3MeH6HHH (J)yHK- 

Uhh raMHJibTOHa, UAH, 98-4(1954), 527—530. 

Korteweg, D. J” de Vries, G. 

[1] + On the change of the form of long waves advancing in a rectangular canal and a 
new type of long stationary waves, Phil. Mag” 39(1895) ， 422-443. 



• 400 - 


参考文献 


Kostant ， B. 

[1]+ Quantization and unitary representations, Lecture Notes in Math.，170 (1970) ， 87- 
208, Springer • 

♦ 

Krein, M. G. (Kpem, M. T.) 

[1] 06o6meHHe HeKOTopux HccjieAOBaHHH A* M, JlHnyHOBa o JiMHetoux OT<J)({)ep- 

eHiQia^BHLix ypasHemHX c nepHOOTMecKHMH Koa^H^HQHeHTaMH, JIAH, 73(1950) ， 445-448. 
Kruskal ， M_ 

[1] + Nonlinear wave equations, Dynamical Systems, Theory and Applications，Lecture 
Notes in Physics, 38(1975), 310-354, Springer. 

Kubo, L 

[1] + 撞球问题 ， Seminar on Probability, vol. 37, 1972. 

[2] + Perturbed billiard systems I, The ergodicity of the motion of a particle in a com¬ 
pound central field，Nagoya Math. J” 61(1976) ， 1-57- 

Kubo, L，Murat a ， H. 

[1] + Perturbed billiard systems II， Bernoulli properties, to appear in Nagoya Math. J., 
81(1981) 

Ladyzhenskaya, O. A. (JlajibUKeHCKaa ， O. A.) 

[1] O pa3pemHMOCTH b MajiOM HecTaimoHapHBix 3a^a^iax ajla Hec»<HMaeMLix H^eajiBH- 
hix H BH3KHX ^KH.ZpCOCTeH H HCMe3aX>llXeii BH3KOCTH，KpaeBbie MaTCMaxmieCKOM 

kh, t. 5. (3amiCKH Hay^intix ceMUHapoB ， JIOMM, 21(1971))65 - 78, 

Landau, L. D” Lifshitz, E. M(JIaH f nay ? JI. 几， JlH(t>n»m, E. M.) 

[1] MexaHHKa, <{)if3MaTrii3 ， 1958. ( 英译， Mechanics ， 3rd ed. Pergamon Press, 1976 ; 中 
译，力学，髙等教育出版社， 1959.) 

Lanford, O. 

[1] + Computer pictures of the Lorentz attractor，Lecture Notes in Math •’ 615 (1977), 
113—116, Springer. 

Lax, P. D. 

[1] Integrals of nonlinear equations of evolution and solitary waves, Comm- Pure and 
Appl. Math” 21(1968), 467-490. 

Leray, J. 

[1]* Lagrangian Analysis and Quantum Mechanics, MIT Press, 1981. 

Lukatskii ， A. M. (A. M- JlyKanKHH) 

[1] $yHKy. aHajiH3 ， 13-3(1979); YMH. 36-2(1981). 





参考文献 


• 401 ■ 


Lyubarskii, G, Ya. (JIio6apcKHH, T. 51.) 

[1] TeopnH rpynn h ee npHMeHeme b 中 H3HKe ， (J)H3MaTrH3, 195 & 

MgLcLane, S- 

[1 广 Hamiltcnian mechanics and geometry, Am, Math. Monthly, 77(1970) ， 570-586- 
Marsden, J. E- 

[1] + Attempts to relate Navier-Stokes equations to turbulence, Turbulence Seminar ， 
Berkeley 1976/77, Lecture Notes in Math. ， 615(1977) ， Springer- 

Marsden. X ， Weinstein, A. 

[1] Reduction of symplectic manifolds with symmetries, Reports on Math, Phys” 
5(1974), 121-130. 

Maslov, V- P- (MacjioB, B. II-) 

[1] TeOpHH B03MymeHHH H aCHMOTOTHHeCKHe MeTO^HM, Mry, 1965. 

Maslov, V. P. ， Fedoryuk ， M. V. (MacjiOB ， B. IL ， ^e^opioK, M. B-) 

[1]* KBa3HKJiaccH^iecKoe npn6jin>KeHHe ^jih YpaBHeHHH Kbehtoboh MexaHHKH ， 
HayKa ， 1976 ( 英译 ， Quasiclassical Approximation of Equations of Quantum Mechanics，MIT 
Press, 1986.) 

Mather, 

[1] Stability of C^-mappings, I-VI. I. Ann. of Math., 87(1968) ， II. Ann. of Math., 
89(1969), III. Publ. Math. I. H. E. S. ， 35(1968), IV. Publ. Math. I. H. E. S., 37(1969), 
V. Advances in Math. ， 4(1970) ， VI. Proc- of Liverpool Symp, I ， Springer, Lecture Notes in 
Math., 193(1971). 

Meshalkin ， L* D •’ Sinai, Ya G. (MemajiKHH, JL ZL ， Cunaii ， H. T.) 

[1] MccjieAOsaHHe ycTOHHHBocTH CTaimoHapHoro TeMeroiH ojjhoh chctcmu ypaBHeHHH 
njiocKoro ABvaaemiH Hec>KHMaeMOH BH3KOH ^chjkocth, IIpHKJiaflH8Lfl MaTeMaxHKa h MexaHH- 
Ka, No. 6(1961), 1140-1142 - ( 英译 ， Investigation of the stability of a stationary solution of 
a system of equations for the plane movement of an incompressible viscous fluid, Journal of 
Applied Mathematics and Mechanics, 25 - 2(1961) ， 1700-1705*) 


Milnor, J. 

[1] Morse Theory, Princeton, 1963. ( 中译莫尔斯理论，科学出版社， 1988.) 

Mishchenko, A. S- (Mumemco, A. C.) 

[1] MHTerpajiu reo^e3H^ecKHX iiotokob Ha rpynnax JIh, (})yHKii. aHaJiH3 h ero npHJio- 
jKemiH, 4 — 3(1970) ， 73-78 - ( 英译 ， Integrals of geodesic flows on Lie groups, Functional 
Analysis and its Applications, 4(1970) ， 232-235*) 



• 402 • 


参考文献 


Moser, J. K, 

[1] On invariant curves of arearpreserving mappings of an annulus ， Na^hr, Akad- Wis6, 
Gottingen, Math. -phys. Kl” 11a, No. 1(1962), 1-20. 

[2] A rapidly convergent method and nonlinear differential equations, Annali della Scuola 
Norm. Super, de Pisa, Ser. Ill, 20, No. 2(1966). 265-715, No. 3(1966), 499-535. 

[3] Convergent series expansions for quasi-periodic motions ， Math. Ann, ， 169(1967), 
136-176. 

[4] + Lectures on Hamiltonian Systems ， AMS, 1968. 

Nekhoroshev ， N. N.(HexopomeB, H. H.) 

[1] O noBeAeHHH raMHJib tohob mx chctcm, 6jih3khx k HHTerpHpyeMbiM, (J>yHKU* aHajin3 
h ero npnJio»<eHHH ， t, 5, Bbm. 4(1971) ， 82-83. ( 英译 ， Behavier of Hamiltonian systems close 
to integrable，Functional Analysis and its Applications ， 5(1971), 338-339.) 


Niwa, T., Ootsuki, N. 

[1] + Seminar on Probability, vol. 30 ， 1969. 

Novikov ， S. P. (Hobhkob ， C ， IL ) 

[1] IlepHOAHHecKaH 3a^ana ^jih ypaBHemw KopTeBera-A© 中 pH3a 1 ，中 ymca ， aHajra3 m 
ero npHJio»eHHJi ， 8-3(1974), 54-66 - ( 英译 ， The periodic problem for the Korteweg-de Vries 
equation, Functional Analysis and its Applications ， 8(1974), 236-247.) 

Obukhov, A. M_ (06yxoB ， A_ M.) 

[1] 06 HHTerpaJitHux HHsapnaHTax b CHCTeMax rH^npoAraaMHHecKoro t 皿 a ， ilAH ， 

184-2(1969). 

r 

Ornstein ， D” Weiss, B* 

[1]+ Geodesic flows axe Bernoullian，Israel Journal Math” 14(1973) ， 184-198. Random- 

I _ 

ness, Ergodic Theory and Dynamical Systems, Yale Lecture Note. 

Poincare, 

[1] Les methodes nouvelles de la mecanique celeste, vol. I, vol. II， voL III ， Gauthier- 
Villars, 1899. 

Pontryagin, L, S- (IIoHTpHrHH，JL C.) 

[1]+ OSuKHOBeHHBie ^Hc{)(})epeHmiaJiBHi>ie ypaBHeHHH ， Hayna, 1965. 

Ratner, M. 

[1]+ Anosov flows with Gibbs measures are also Bernoullian，Israel Journal Math” 
17(1974), 380-391. 

Schiff, L. I. 

[1]+ Quantum Mechanics, McGraw-Hill, 1955. 


参考文献 


• 403 - 


Shilov, G, E. (IIIhjiob, T. E.) 

[1] 英译 ， Mathematical Analysis; a special course，International Series of Monographs 
in Pure and Applied Mathematics, 77, Pergamon ， 1965, 

Siegel, C. L. 

[1] Vorlesungen uber Himmelsmechanik ， Springer ， 1956- 

Siegel, C- L. ， Moser, J. K. • 

[1] Lectures on Celestial Mechanics, Springer, 1971. 

I 

Sinai, Ya. G. (CHHaH, H. T.) 

[1] HHHaMHMecKwe chctcmu c ynpyrHMH OTo6po»eHMMH ^ yMH ， 25 — 2(1970)，141 一 
192. ( 英译 ， Dynamical systems with elastic reflections, Russian Math* Survey, 25(1970 )， 
137-189.) 

Sinai, Ya. G.(CHHaii, H. T), Chernov, N. I. (MepHOB, H. M.) 

[1] YMH, 1987, 42-3. 

Smale, S- 

[1] + Differentiable dynamical systems, Bull- AMS, 73(1969), 747-817. 

[2] + Topology and mechanics，Inventiones Mathematicae ， 10-4(1970), 305-331，11 一 
1(1970), 45-64. 

Smale, S., Hirsch, M. W. 

[1]+ Differential Equations, Dynamical Systems and Linear Algebra, Academic Press, 
1974. ( 中译，微分方程，动力系统和线性代数，上、下，高等教育出版社， 1986, 1987.) 

Smith, J. 

[1] Mathematical Ideas in Biology, Cambridge ， 1968, 

Souriau, J. M- 

[1] + Structures des systemes dynamiques, Dunod ， 1970. 

Sparrow ， C, 

[1]* The Lorenz Equations ， Bifurcations, Chaos and Strange Attractors. Springer, 1983 - 
Sternberg, S. 

[1] Celestial Mechanics I ， II， New York, Benjamin ， 1969. 

Tanaka, S” Date ， E, 

[1] + KdV 方程式，非线型数理物理入门，纪伊国屋数学丛书，纪伊国屋书店， 1979. 
Thirring, W. 

[1]* A Course in Mathematical Physics，VoL 1， Classical Dynamical Systems, Springer, 



• 404 • 


参考文獻 


1978. 

Thom, R m Levine, H. I. 

[1] Singularities of differentiable mappings I， Bonner Math- Schriften, 6 ， 1959- Proc. of 
Liverpool sing. Symposium I, Springer，Lecture Notes in Math., 192(1971). 

Toda, M. 

[1]+ 非线形格子力学，应用数学丛书，岩波书店， 1978. 

Uhlenbeck ， K. 

[1]+ Generic properties of eigenfunctions, Amer, J. Math ，， 98(1976), 1059-1078- 

Varchenko, A• N, ， Givental’ ， A, B .( BapMeHKO , A. H .， rnBeHTajn >， A. B .) 

[1] OTo6pa»<eHHe IlepHoroB h <{)opMa nepece euyvL. ^ysKn,. aHajiH3 h ero npHJi M 

1982, T. 16, Bbin. 2, 7-20. 

Weil ， A. 

[1] Introduction a Petude des varietes kahlerienne^ Hermann ， Paris ， 1958- 
Weinstein ， A. 

[1] The invariance of Poincaxe 5 s generating function for canonical transformations, In- 
ventiones Mathematicae ， 16-3(1972) ， 202-214. 

[2] + Symplectic manifolds and their Lagrangian submanifolds，Advances in Math .， 
6(1971), 329-346. 

Weiss, B. 

[1]+ The geodesic flows on surface of negative curvature，Lecture Notes in Physics ， 
38(1975), Springer. 

Whittaker, E. T. 

[1] + A Treatise on the Analytical Dynamics of Particles and Rigia Bodies, 4th ed .， 
Cambridge Univ. Press, 1970. 

Williamson, J. 

[1] On an algebraic problem, concerning the normal forms of linear dynamical systems, 
Amer. J. of Math., 58-1(1963), 141-163. 

Wilson, G. 

[1]* Integrable System，London Math. Soc‘ Lecture Note Series ， No. 60， Cambridge 
Univ. Press, 1981. 

Zakharov, V. E” Faddeev ， L. D. (3axapoB B. E” ^a^zweeB, JL R.) 

[1] ypasHeHna KopxeBera-^e 中 pH3a-Bnojrae HHTerpHpyeMan raMHJitTOHOBa cucTeMa ， 
(fynicii. aa;iH3 h ero npujicwKeran ， 5—4(1971) ， 18 — 27. ( 英译 ， Kortewegde Vries equation is 




参考文献 


• 405 • 


a completely integrable Hamiltonan system, Functiona Analysis and its Applications, 5(197), 
280-287.) 

Zasiavskii ， G. M. ， Tchirikov ， B. V. (3acjiaBCKnii^ T. Hhphkob ， B.) 

[1] CToxacTHMecKaa HeycTOH^iHBOCTb HejiHHenHLix KOjieBaHuft ， y^H, 105 — 1(1971 )， 
3 — 39. 




索引 


homeoidal 密度 ，372 

B 

保守力学系统（有势力学系统 )， 16 
变分 ，44 
变换 ,5 

典则 〜，187 
勒让 德〜， 48, 288, 380 
强稳 定辛 〜 ，179 
椭圆 〜 , 306 
稳定 辛 〜， 179 
无穷小典则 〜, 209 
线性 辛 〜， 174 
酉 〜， 350 
自由典则 〜，200 
变量 ，211 

克莱布 什 〜， 359 
作用量 - 角〜， 211, 216 
作用量 〜，217 
遍历理论， 56, 225, 249 
表苹 ，251 

群的伴随％ 251 
群的余 伴随〜 ， 251, 252 
波前 ，194 

运动速度 ，195 


勒让德映射 的 〜， 379 
波前的法向慢度 ，196 
泊松括弧， 158, 163, 166, 168 
不变量 ，217 

积 分 〜， 162 
绝 热〜， 217, 325 
庞加莱 ^ 当积 分 〜， 183 
庞加莱相对积分 〜，187 
相对积分 〜，162 
不动参考系 ，104 

C 

参数共振， 89, 93, 177 
场 ，244 

不可积的平面 〜，275 
测地线变分矢 量 〜， 244 
超平 面 〜， 274 
非退化超平 面 〜， 277 
哈密顿矢量〜， 159, 160 
化约 〜，298 
接触矢 量 〜， 282 
局部哈密顿 矢量 〜 ，172 
相速度 矢量 〜 ，12 
有心〜 ， 22, 32 
轴对 称 〜， 33 



• 408 • 


索引 


超重 ，101 
丛 ，64 

拉格朗日 纤维 〜 ，378 
勒 让德 〜 ，288 
勒让德 纤维 〜 ，379 
切 〜 ，64 
余切〜， 159, 349 
丛在一点的纤维 ，64 

D 

单项式 ，131 
外 〜， 131 
单形 ，151 
导数 ，242 

方向导数 ，164 
李 〜， 155 
外 〜，149 

微分形式的 外 〜， 147 
协 变 〜， 242 
映射的〜（微分 )， 65 
渔 夫 〜， 156 
等价图册 ，61 

等能非退化可积分方程组 ，318 
等涡场 ，261 
点 ，278 

角动量空间的正规 〜，258 
接 触〜， 278, 279 
流形的焦 〜，349 
胳 〜，339 
世界 〜 ，4 
相 〜， 12 
定常流 ，248 
定理 ，372 

Gardner 393 
Lax 〜，393 
Varchenko 、364 
艾弗里 〜，372 
泊松 ，171 
泊松 〜 ，170 


达 布〜， 181, 284 
关于可积方程组的刘维 尔〜， 211 
惠更 斯〜， 195 
加 林〜， 303 
柯尔莫戈洛夫〜 ， 315 
克莱罗〜， 67 
拉普拉 斯〜， 134 
刘维尔〜 ， 53, 212 
牛顿〜 ， 32 
诺特 ~， 69, 169, 171 
庞加莱回归〜 ， 56 
庞加莱 几何〜 ， 328 
平均 值〜， 222, 223 
普安索 ~， 114 
瑞利〜 ， 264 
施泰 纳〜， 110 
威 廉逊〜 ， 302 
雅 可比〜 ， 203 
定律， 23 

动量守 恒 〜， 35 
环流守恒〜， 261 
角动量（动量矩）守恒〜， 23 
开普勒 第二〜 ， 30 
开普勒第 三〜， 30 
开普勒第一〜 ， 29 
能量 守恒〜 ， 12, 17, 36, 38, 163 
动参考系 ， 97 
动量 , 35 

广义〜 ， 47 
度量 ， 64 

凯勒〜， 272 
黎曼〜 ， 64 
右不变黎曼〜， 259 
左不变黎曼〜， 253, 254 
对合性 ， 49 
多项式 ， 372 

切比雪夫 ~， 20 
双 曲〜， 372 


索引 


• 409 • 


F 

反商多项式 ，178 
泛函 ，43 

可微 〜，44 
泛函的微分 ，44 
方程 ，194 

Korteweg-de Vries 〜，392 
哈密顿 - 雅 可比 〜 ，194 
角速度的 欧拉 〜 ，257 
马蒂 厄 〜， 92 
牛顿 〜，7 

欧拉 44 格朗 日 〜， 45 
欧 拉 〜， 112 
希尔 〜，89 
薛定愕 〜，347 
雅可 比 〜， 243 
方程 ( 组 )， 51 

非线性一阶偏微 分 〜， 289 
广义刚体的非线性一 阶 〜， 255 
哈密顿 典则〜 ， 51, 185, 199 
拉格朗 日〜， 46, 51 
非退化可积分方程组 ，226 
非自治系统 ，68 
分解 ，298 

构形空间的 〜，298 
相 流的 〜 ，256 
分界流形的分裂 , 311 
傅科摆 ，104 

G 

刚体， 97, 105 
功 ，21 

场的 〜，21 
力的 〜 ，21 
公式 ，155 

莱布尼 茨 〜， 164 
斯托克 斯〜， 151，220 
同伦 〜 ，155 
共焦二次曲面 ，368 
共焦二次曲面族 ，368 


共振项 ，309 
共轭点 ，349 
共轭方向 ，196 
构造 , 4 

标准辛 〜，173 
泊松 〜 ，357 
代数流形上的辛 〜，272 
复 〜，177 

复射影空间 的 〜， 271 
复射影空间的埃尔米特 〜，269 
横截泊 松 〜， 359 
接 触〜， 274, 278, 379 
欧氏〜 ， 4, 36 
辛 〜， 177 
辛线 性 〜， 173 
伽利略 〜，4 
孤立子 ，392 

惯量椭球， 109, 250, 336 
惯性参考系 ，3 _ 

惯性椭球 ，114 
光线 ，195 
光学长度 ，195 
轨道， 17, 26 

H 

哈密顿函数 , 301 

〜的本征值 , 301 
二次的 〜，301 
函数 ，50 

本征值，哈密顿〜的 ，301 

哈 密顿〜 ， 51, 52, 80, 160, 257, 293 

互相对 合的 〜 ，212 

接触哈密顿 〜，285 

卡西米尔 〜，359 

拉格 朗日〜 ， 42, 47, 59 

流 〜， 261 

生 成〜， 201, 207 

生成〜 的不变性 ，334 

在杨意义下对偶 的 〜， 50 



• 410 • 


索引 


准齐 性 〜， 362 
作用量 〜，197 
环流， 147, 184 
环面 ，319 

不变 〜 ，319 
非共振不变 〜，317 
共振 不变 〜 ，320 

J 

奇 A: 维多面体 ，144 
奇性 ，352 

拉格朗 日 〜， 352 
勒让 德 〜， 288 
基底 ，173 

埃尔米特标准正 交 〜， 269 
辛 〜，173 
积 ，130 

埃尔米特数 量 〜， 269 
内 〜， 155 - 

数量 〜， 4 
外 〜 ，130 

斜数 量〜， 169, 173, 296 
直 〜，5 
加速度 , 6 

重力 〜，9 
伽利 略 〜， 5 
交换子， 163, 166 
李 〜 ，163 

角动量， 23, 32, 35, 255 
接触超平面 ，278 
接触形式的集 ，279 
进动（岁差 ) ， 115, 120, 122 
近心点 ，26 
矩 ，294 

动量〜 （即角动量 )，23 
相对于一个点的矢量 〜，23 
相对于一个轴的惯 量 〜， 109 

相对于一个轴的矢 量 〜， 33 
聚焦线 ，325 
距离 ，5 


仿射空间的点 的 〜， 4 
复射影空间的 点的 〜 ，270 
同时事 件的 〜 ，5 
均匀性 , 8 

空间 的 〜， 8 

K 

凯勒流形 ，272 
可积条件 ，277 

费罗贝尼乌斯 〜，275 
平面场 的 〜， 277 
空间 ，4 

对 偶 〜， 128 
仿射 〜, 4 
复射 影 〜， 269 
刚体的构形 〜，105 
构形 〜，6 
化 约相 〜 ，295 

具有约束的力学系之构形 〜，61 
欧氏 〜， 4 
切 〜， 63 
同时事 件 〜， 5 
相〜， 17, 54 
辛矢 量 〜， 173 
余切〜， 159, 252, 278 
伽 利略 〜 ，5 
伽利略 坐标 〜 ，5 
空间的各向同性 ，8 

L 

拉格朗日动力系统，方程组 ，46 
拉格朗日函数 ,47 
勒让德对合 ，287 
勒让德子流形， 287, 380 
黎曼曲率 ，237 

二维方向 上的 〜 ，242 
离散子群 , 214 
李代数， 158, 251, 293 

哈密顿函 数的〜 ， 168, 171 
李群的 〜，167 


矢量场的〜 ，163 
首次积分 的〜， 171 
李代数的二维上同调类，293 
李代数的上同调类，293 
李群的泊松作用，292, 294 
利萨如图形，19 
力，10, 21 

惯性〜，75, 101 
广 义〜， 47 
科里奥利〜，102 
离也 、〜 ，102 
内〜， 34 
外〜，34 
相互 作用〜 ，34 
旋转惯 性〜， 102 
约束的反作 用〜， 76 
力学系（动力系统，系统 )， 4, 6, 8 
自然〜，66 
具二自由 度的〜 ，16 
具一自由 度的〜 ，11 
〜 的刚度，86 
链，145 

链的边缘，142, 145 
流，246 

测地~，246 

场穿过曲 面的〜 （通量 )， 127 
哈密顿相〜，160 
局部哈密顿相〜，172 
可定向接触元素的 测地〜 ，282 
相〜， 15, 16, 54 
流形，61 

泊松〜，357 
凯勒〜 , 272 
可平 行化〜 ，106 
拉格朗日〜，347 

由三元组生成 的〜， 388 
勒让德〜，287 
黎曼〜 ，64 
连通〜 ，61 


嵌人〜，63 
微 分〜， 61 
辛〜， 158, 269 
流形的余维数, 340 
流形上点的邻域，61 
螺旋线，225 
螺旋运动，101 

M 

麦克斯韦线, 200 

N 

能，11 

动〜 ，11，42, 66, 81 
非机械〜，38 
位〜， 11，13, 14, 66 
有效位〜，25 
总 〜量， 12, 38, 52 
能量的交换, 83 

o 

欧拉角，115, 116 
欧氏二次曲面束, 368 

P 

拍，84 
频率,82 

本 征〜， 82 
独立 的〜， 224 
条件周期运 动的〜 ，221 
频率间的关系，224 
频率偏离，失谐，309 
平衡，12, 74, 77 

S 

相对〜，299 
平衡位置，12, 74, 77 
平均，222 

空 间〜， 222 
时间〜，222 
平面，279 

接触279 
罗巴切夫 斯基〜 ，238 


相〜， 12 

辛空间的拉格 朗日〜 ，175 
辛空间的零化 〜， 175 
辛空间的迷 向〜， 175 

Q 

区图，61 
曲线，6 

相〜， 12 

群，4 

单参数微分 同胚〜 ，42, 158, 160 

恒定〜，214 

李〜， 167 

平 移〜， 4 

辛〜， 174 - 

酉〜，177 

正交〜，177 

伽利 略〜， 4 

R 

若尔当方块，301 
不可去 〜， 303 

S 

散度，148 
上同调，156, 365 
失重，102 
时间，3 
时间间隔，4 
矢量，63 

本征〜，82 
泊松〜 ，298 
接触〜, 280 
拉普拉 斯〜， 326 
流形的余切〜，159 
切〜，63 
斜正交 的〜， 173 
矢量的平行移动，237 
世界线，6 
事件，4 


数，156 

贝蒂〜 ，156 
自由 度〜， 63 
速度，6 

第二 宇宙〜 ，9 
第一宇 宙〜， 30 
广义〜 ，47 
角〜，99 
面积〜 ，24 
速度的相加，98 
算子，164 

惯 量〜， 107, 108, 257 
微分算子，164 

T 

特征，290 
特征方向，376 
特征路径，245 
特征矢量，290 
特征线，185, 199 
同调，156 
同时事件，5 
突变理论，356 
图册，61 

辛〜， 180 

陀螺 

对称〜 ，115 
快〜 ，120 
快速抛出 的〜， 123 
拉格朗日〜，115 
睡〜， 120 

W 

外乘积，130, 133 
微分同胚，16 
接触〜 ，282 

同调于恒等映 射的〜 ，330 
微分形式的积分，142 
微分形式在链上的积分，142 
维数，61 


索引 


• 413 • 


流形的〜，61 
稳定性, 78 

渐 近〜， 91 
李雅普诺 夫〜， 78, 91 
强〜， 92 
问题，38 

二体〜 ， 38 
开普勒〜，28 
三体〜 ， 325 
限制三体〜 ， 327 
涡管，183 
涡线，183, 185 

X 

系统（力学系)，系，方程组 ， 59 
保守〜 ， 16 
封 闭〜， 7 
完整〜 ， 59, 73 
伽利略 坐标〜 , 5 
线性化, 77 
相容的区图 ， 61 
小振动 ， 272 
斜正交补，173 
辛化，279 

接触流形 的〜， 279 
接触矢量场 的〜， 283 
辛流形的接触化，289 
辛三元组，388 
辛坐标系，174 
形式，132 

闭〜，154 

变换的伯克霍夫标 准〜， 306 
非奇异 的〜， 184 
哈密顿函数的伯克霍夫标准, 305 
基 本〜， 132, 138 
接 触〜， 279 
曲率〜 ，239 
外〜， 127 
微分〜 ，136 
虚位移， 72 


旋度 ， 152 

二维速度 场的〜 （涡度262 
旋转,98 

恒定、 113, 258 
牵连〜 ， 99 
匀 角速〜 ， 99 
旋转椭球集 ， 337 
循环，154 

循环在同伦下的迹，160 

Y 

雅可比恒等式 ， 163, 166, 170 
演化 ， 227 

燕尾，200, 289, 355, 366, 381 
杨氏不等式, 50 
引理 ， 154 

高维斯托克斯〜，184 
庞加 莱〜， 154 
斯托克 斯〜， 183 
映射,65 

泊松〜 ， 358 
典则〜，162, 187 
霍 普夫〜 ， 18 
拉格 朗日〜 ， 69, 355 
勒让德379 
微分〜 ， 65 
在一周期时 的〜， 90 
周期〜 ，365 
映射的等价性 ， 355 

拉格朗日〜，355, 378 
勒让德 ~， 288 
映射的像, 6 
右平移 ， 168 
元素，274 

接 触〜， 274, 278 
可定向 接触〜 ， 282 
可定向 接触〜 的测地流, 282 
原理，194 

达朗贝尔$格朗日〜 ， 73 


• 414 • 


索引 


费马〜，194 

哈密顿最小作 用〜， 43, 47 
惠 更斯〜 ，194, 195, 282 
莫泊丢〜，192 
莫泊丢最小作 用〜， 192 
牛顿的决定性〜，4 
平均化〜（原则)，226 
伽利略相对 性〜， 3, 7 
远心点，26 
约束，60 

理想〜 ，72 
完整〜 ，59, 61 
运动，6 

R n 中的〜 , 6 
动坐标系下的〜，97 
拉格朗日动力系统中 的〜， 65 
条件周期〜，221 
有心力场中的〜，25 
伽利略坐标系下的〜, 6 

Z 

章动，119, 122 
张量，105 

惯量〜，105 


惯 量矩〜 ，254 
曲率〜 ，242 
振动，80 

本征〜 ，82 
相〜 ，313 
小〜，80 
指示面，194 
指数，349 

马斯 洛夫〜 ，349 
莫尔斯〜，349 
质量，2 
质心，35 
主轴，108 
驻定曲线，44 
条件〜 ，73 
子代数 ， in 

子空间的横截性，176 
自然投影，64 
自然系统, 66 
作用量, 47 
坐标，47 

广义~,47 
椭圆〜 ，367 
循环〜，48 


译后记 


本书第一版的俄文本是1974年出版的（而中译本则于1992年出版)，至今已 
31 年，期间除了流传很广的英译本 （ K . Vogtmann and A . Weinstein . Mathematical 
Methods of Classical Mechanics , Springer , 1978 年已由 Springer 收人 GTM 丛书，并 

已根据第二版修订）以外,还有日文和法文译本. 2003年原书已修订为第四版，虽然 
主要内容未变，主题则更 鲜明： 辛几何与辛拓扑，反映了几十年来数学科学在一个方 
面的发展.特别是16个附录都属于专题介绍性质，更是作者和他的学生们在有关方 
面近年来研究工作的总结.所以本书除了仍是一本优秀教材外，更是一部专著,其价 
值在数学界早有定评. 

现在根据最新的俄文第四版修订补充，有以下几点应加以说明. 

1. 一 些记号特別是矢量的旋度，依照英译本记作 curl , 而不用俄文原来的 rot , 
因为 curl 更为通用. 


2. 书中文献仿日文本的格式列在书末，以便读者查阅.但有一些（主要在附录 
中)，因为主要涉及的是正文某一部分内容,仍列在正文之内，或在附注（特别是译者 
为中译本增加的附注)中. 

3. 书中的人名，在正文中均译为汉语，但在附录中，则时常用其原文.鉴于时下 
读者熟悉俄文者不多,俄文名字尽可能按通例用英文拼写，再附以俄文原名.实在不 
能确定英文拼写的，只好直接用俄文了.总之目的在于方便读者查找文献. 

4. 俄文文献时常有英文译文，译者尽可能找岀英文篇目（个别只有英文篇目未 
找到俄文原文).只有中文译本者也尽译者所知加以注明.但错漏必多，尚盼指正. 

5. 有个别专业词条找不到适当中文译名者只好直接用英文甚至俄文.这主要出 
现在附录中.但有一个词： generic , 作者常用 in general position , o 6 mee nojio ^ KeHne . 
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因为 generic 一 词并无通用中译法，故均译为“一般位置”.类似者还有 versal , 译为 
“遍有”.也盼读者指正. 

中译者于2005年8月 
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